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Chapitre 1

Primitives d’une fonction continue
sur un intervalle

1.1 Définition et premieres propriétés

1.1.1 Notion de primitive

Définition. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. On appelle primitive
de f sur I toute fonction F : I — R qui est dérivable sur I et telle que F'(x) = f(z) pour tout
z el

Par exemple :

(i) pour tout n € N, une primitive sur R de la fonction f définie par f(z) = =™ pour tout
x € R est la fonction F' définie par F(x) = %x”“ pour tout z € R;

n

(ii) une primitive sur R de la fonction f définie par f(z) = cosx pour tout z € R est la
fonction F' définie par F'(x) = sinx pour tout x € R;

(iii) une primitive sur ]0, +o00[ de la fonction f définie par f(z) = % pour tout z € |0, +oof est
la fonction F' définie par F'(x) = Inz pour tout = € |0, +ool;

(iv) une primitive sur R de la fonction exponentielle est la fonction exponentielle elle-méme.

Proposition. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R, admettant une
primitive F' sur I. Alors, une autre fonction G : I — R est une primitive de f si et seulement
sl existe une constante k € R telle que G(z) = F(z) + k pour tout = € I.

Démonstration. Par hypothese, il existe F' : I — R vérifiant F'(z) = f(z) pour tout z € I.

Supposons d’abord que G : I — R est donnée par G(z) = F(x) + k pour tout x € I. Il est
clair que G est dérivable sur R (comme somme de la fonction F' qui est dérivable sur R et de
la fonction constante égale & k qui lest aussi). Pour tout z € I, on a G'(z) = F'(x) puisque la
dérivée d’une fonction constante est nulle, c’est-a-dire G'(z) = f(x). Ceci prouve que G est une

primitive de f sur [.
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Réciproquement, supposons que G est une primitive de f sur I. Pour tout z € I, on a G'(z) =
f(z) = F'(x) donc, par linéarité de la dérivation, (G — F)'(x) = 0. Ceci prouve que la fonction
G — F est constante sur I'intervalle I, donc qu’il existe k € R tel que G(z) — F(x) = k pour tout
zel O

Corollaire. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R, admettant des primitives
sur I. Pour tout a € I et tout m € R, il existe une unique primitive F' : I — R de f sur [ telle
que F(a) =m.

Démonstration. Soit G une primitive quelconque de f sur I. Posons k = m—G(a) € R, et notons
F : I — R la fonction définie par F(z) = G(x) + k pour tout = € I. D’apres la proposition
précédente, F' est une primitive de f sur I. De plus elle vérifie F'(a) = G(a) + k = m.

Pour l'unicité, considérons une primitive H de f telle que H(a) = m. D’apres la proposition
précédente, il existe k' € R tel que H(xz) = F(x) + k' pour tout € I. En particulier m =
H(a)=F(a)+k =m+k,donc ¥ =0, dou H=F. O

1.1.2 Existence de primitives

Théoréeme. Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est continue sur
I, alors f admet des primitives sur I.

Démonstration. Admis, conformément au programme !. O

1.1.3 Quelques exemples importants (4 connaitre)

i I F f I F
e” R e” +k cos T R sinz + k

11 ]—00,0[ ou ]0, +o0] In|z| + & sin R —cosx + k
Inz 10, 4+o00] zlnz—z+k ﬁ R arctanz + k

Démonstration. 11 suffit de calculer la dérivée sur I de la fonction F' donnée pour vérifier que
I’on retrouve bien la fonction f correspondante, qui est continue sur l'intervalle I considéré. [
1.1.4 Le cas des fonctions puissances (4 connaitre)

Pour tout réel a # —1, c’est une seule et méme formule qui donne les primitives de la fonction
f définie par f(z) = x%, a savoir :

f I F

1 a+1
T+ k

a

T dépend de a

1. Il n’est pas dans l’esprit de ce cours d’insister au-dela du théoréeme admis ci-dessus sur les conditions
(nécessaires, suffisantes) pour qu’une fonction admette des primitives. Mentionnons simplement pour mémoire
que : (1) il existe des fonctions qui n’admettent pas de primitives sur un intervalle donné, comme par exemple la
fonction partie entiere sur R (évidemment elles ne sont pas continues sur cet intervalle) ; (2) il existe des fonctions
qui admettent des primitives sur un intervalle donné sans pour autant étre continues sur cet intervalle.
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mais le point crucial est que l'intervalle I sur lequel la fonction f est définie (et continue), ainsi
que la fagon méme dont z% est défini, dépendent du a choisi. Donnons quelques précisions.

a f(x) =a° I F
a=n (neN) "=xXT X XT R n%_lmnﬂ—i-k
a=-n (neN,n>2) < ]—00,0] ou ]0, +-00[ W—i—k
a=1 Vv [0, +o0] 2eyr+k
a=—3. ﬁ 10, 4+o0[ 2Vx + k
a quelconque, a # —1 ealne 10, 4+o00] ﬁe(aﬂ)l” +k

En résumé, il n’y a qu’une formule & connaitre, mais le plus important est de savoir quel sens lui

donner suivant le choix de a. Quant au cas o a = —1, il est de nature complétement différente
)

puisqu’une primitive de f est dans ce cas le logarithme néperien.

1.1.5 D’autres exemples classiques

f I F
COSIQI ]f%erT,ngmr[ tanx + k
chz R sho +k
shx R chx +k
chl% R the + k
i Joo,—=1[ ou |—1,1[ ou |1, +o0] sIn|Zt )+ k
11902 R In(z +V1+22) +k
\/11_7 |-1,1] arcsinz + k
ﬁ Joo, —1] ou |1, 400 In|z++vVe2—1|+k

1.2 Méthodes de calcul

1.2.1 Linéarité

Proposition. Soient f : I — R et g : I — R deux fonctions définies sur un intervalle I de R.
On suppose que f admet sur I une primitive F' et que g admet sur I une primitive G. Alors,
pour tous réels A, u, la fonction A\F' + uG est une primitive de \f + pg sur I.

Démonstration. Par hypotheése, F' et G sont dérivables sur I et vérifient F'(x) = f(z) et G'(z) =
g(z) pour tout x € I. La linéarité de la dérivation implique alors que la fonction A\F' + uG est
dérivable sur I et vérifie (\F + puG)'(z) = AF'(x) + pG'(x) = A f(x) + pg(x) pour tout x € I. [

Par ezemple : toute fonction polynéome admet des primitives sur R, car ¢’est une combinaison
linéaire de fonctions puissances a exposants entiers naturels.
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1.2.2 Changement de variable

Proposition. Soient g : J — R une fonction définie sur un intervalle J de R, admettant sur J
une primitive G. Soit v : I — J une fonction dérivable sur un intervalle /. Alors une primitive
sur I de la fonction f: I — R définie par f(x) = g(u(x)) x u/(z) est la fonction F' = G o u.

Rappelons tout d’abord que G owu est I'application I — R définie par (Gou)(x) = G(u(zx)) pour
tout x € I.

Démonstration. La fonction F' = Gou est dérivable sur I en tant que composée de deux fonctions
dérivables, et I’'on a pour tout z € I :

Fl(z) = (Gou)(z) = G'(u(z)) x v(z) = g(u(z)) x v'(z) = f(2)
ce qui prouve que F' est une primitive de f sur 1. O

» Par exemple :

fonction f intervalle 1 primitive F indication : choix de u et g
flz) =1z, I=1]0,400[, | F(z)=3(lnz)®+k, +— u(z)=Inz, gly) =y

f@) = | ) ]—1,@010[[’ F(z) = In|Inz| + &, ~ ue) =z, g(y) =1

f(z) =tanz, |I=]-3,%2[, | F(z) = —In|cosz|+k, +— u(x) =cosz, g(y) = —%
f@) =&, |I=R, F(z) = $In(1+2?%) + k, — u(z) =1+2 g(y) =5
f(:v):\/fi?, I =R, F(z) = V1422 +k, <—u(:c):1+x,g() ﬁ
f(@) =15 | IT=R, F(z) = % arctanz? + k, — u(x) = g(y) = 2(1iy2)
f(x) =cos®z, | I =R, F(z) =sinz — isinz +k, | + u(z) =sinz, g(y) =1—y>

» Sur le plan pratique : la méthode de changement de variable peut s’appliquer lorsque la
fonction f dont on cherche & calculer une primitive peut étre mise sous la forme f = (gou) x o/,
ol u est une fonction dérivable et g une fonction dont on connait une primitive (sur des intervalles
convenables). Parmi les situations les plus courantes, on peut citer :

si f est de la forme v/u™, alors F = %HU"H +k,
si f est de la forme —3—;, alors ' = % + k,

si f est de la forme \%, alors F' = 2\/u + k,

si f est de la forme %/, alors F' = In |u| + k,

si f est de la forme u'e%, alors F' = e% + k,

si f est de la forme alors F' = arctanu + k,

1+ 119,29
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1.2.3 Primitivation par parties

Proposition. Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R. On suppose que
la fonction g : I — R définie par g(z) = u(z)v'(z) admet une primitive G sur I. Alors la fonction
f : I — R définie par f(x) = u/(z)v(z) admet pour primitive sur I la fonction F définie par
F(z) = u(z)v(zx) — G(z) pour tout z € I.

[ primitive de w'v | = uv — [ primitive de uv’ |

Démonstration. La fonction H = uv est dérivable sur I en tant que produit de deux fonctions
dérivables, et ’on a pour tout =z € I :

H'(z) = (uv)'(z) = v/ (z)v(z) + u(z)v'(z) = f(z) + g(2) = f(2) + G'(x),

d’ou f(z) = H'(z) — G'(z), ce qui par linéarité prouve que H — G est une primitive de f sur
I'intervalle . O

» Sur le plan pratique : la méthode de primitivation par parties peut s’appliquer lorsque la
fonction f dont on cherche & calculer une primitive peut étre mise sous la forme f = v’ x v,
ol u et v sont deux fonctions dérivables telles que 'on connaisse une primitive (sur 'intervalle
considéré) de la fonction g = u x v'.

» Par exemple :

fonction f intervalle I primitive F indication : choix de u et v
flx) =zxsinz | =R F(z)=sinzx —xcosz+k —u(x) =—cosz, v(zr) =2
f(z) = xe” I=R Fz)=(zx—-1e"+k —u(z)=¢€" v(x)=2x
f(z) =Inz I=]0,400[ | F(z) =2lnz—x+k —u(r) =z, v(x) =Inz
f@)=znz | I=]0,+o00| F(m):l%f(Zlnac—l)—i-k + u(z) = 322, v(z) = Inz
f(x)=(Inz)? | I =]0,+00] | F(z) =2z((Inz)? —2Inz +2) +k | + u(z) =z, v(z) = (Inz)?

» Remarque : il est assez fréquent qu’un calcul de primitive nécessite d’appliquer plusieurs fois
de suite une primitivation par parties. Comme sur ’exemple suivant :

2

On veut calculer une primitive F' de f : R — R définie par f(x) = e ** cosz.

Pour calculer F', on fait une premieére primitivation par parties en prenant u(z) =
sinz et v(z) = e2%. On obtient : F(x) = e 2*sinz + 2G(z), ot G est une primitive
de la fonction g : R — R définie par g(z) = e *sinz.

Pour calculer G, on fait une seconde primitivation par parties en prenant u(z) =
—cosx et v(z) = e 2%, On obtient : G(v) = —e ** cosz — 2F ().

On conclut en combinant les deux relations que : F(z) = %6*2:”(

5
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1.3 Quelques compléments

Les quelques outils élémentaires exposés ci-dessus (des primitives usuelles & connaitre, la linéarité,
le changement de variable et la primitivation par parties) suffisent déja, en les combinant de fagon
pertinente, a calculer des primitives pour de larges familles de fonctions continues. Sans chercher
la virtuosité technique gratuite, il est indispensable de s’entrainer sur de nombreux exemples.
Conformément au programme, on donne pour finir quelques indications (tres partielles) sur des
situations classiques simples. De nombreux autres exemples seront vus en travaux dirigés et dans
le chapitre suivant.

1.3.1 Cas des produits d’un polynéme par une exponentielle
» Exemple 1. On veut calculer une primitive F': R — R de la fonction f : R — R définie par :
fo) = 2%

Une premiere primitivation par parties avec u(z) = 33 et v(z) = 22 donne :
1
F(x) = §x263x — G(x)

o G : R — R est une primitive de la fonction g : R — R définie par g(z) = %a:e?’“ . Une seconde
primitivation par parties avec u(z) = %e:}x et v(z) = %:r donne :

2 2 .
G(z) = Zxe3® — —e37,

On conclut que : F(z) = (32° — 3z + £)e3 + k.

» Principe général. La méthode de primitivation par parties successives que ’on vient d’employer
s’applique de fagon analogue & toute fonction f : R — R de la forme f(z) = 2™ avec a € R,
puis par linéarité a toute fonction f : R — R de la forme f(z) = p,(z)e** avec p, une fonction

polynomiale. On pourra retenir :

Si f: R — R est une fonction de la forme f(x) = pp(x)e*® avec o € R et p,, une
fonction polynomiale de degré n, alors f admet une primitive F' : R — R de la forme
F(x) = qn(x)e*™ avec q, une fonction polynomiale de degré n.

Il est généralement beaucoup plus rapide de déterminer g, en identifiant (g, (x)e**)" avec p, (z)e**

que de faire les primitivations par parties.

» Exemple 2. On veut calculer une primitive F': R — R de la fonction f : R — R définie par :
f(z) = (2% — 52 + T)e 7.
On cherche une primitive F' sous la forme F(z) = (az?® + bz +c)e™® avec a,b,c € R. On calcule :
F'(z) = (2ax + b)e ™ — (ax® + br + c)e ™ = [—az® + (2a — b)x + (b — ¢)]e 7,

que 'on identifie & f(z), d'ot —a=1,2a —b=—-5etb—c=7.Donca=—1,b=3et c = —4.
On conclut que les primitives de f sur R sont de la forme
Fx)+k=(—22>+3x—4)e ® + k.
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1.3.2 Cas des polynomes trigonométriques

» Exemple 1. On veut calculer une primitive F': R — R de la fonction f : R — R définie par :

f(z) = sin® z cos® z.

On observe d’abord que f(z) = sin? z cos? zsinz = (1—cos? z) cos? x sin . Ainsi par changement

de variable avec u(x) = cosx , on reconnait que f = —u'(u? — u*). Donc, d’aprés 1.2.2, une
primitive de f est ' = G o u avec G une primitive de la fonction g : R — R définie par
g(z) = —z% + 2. On peut choisir G(z) = —12® + 125. On conclut que :

2

F(z) = —1cos®z + tcos® x + k.

» Exemple 2. On veut calculer une primitive F': R — R de la fonction f : R — R définie par :

f(z) =cos®x

On observe d’abord que f(r) = cos*zcosz = (1 — sin? l‘)z cosz. Ainsi par changement de

variable avec u(x) = sinx , on reconnait que f = u'(1 — u?)? = «/(1 — 2u? + u*). Donc, d’aprés
1.2.2, une primitive de f est F = G owu avec G une prlmltlve de la fonction g : R — R définie
par g(z) = 1 — 2z% + 2*. On peut choisir G(z) = 2 — 223 + £2°. On conclut que :

F(z) =sinz — 2sin®z + {sin®z + k.

» Principe général. Un polyndéme trigonométrique est une somme finie de fonctions de la forme
sin™ x cos™ x avec m,n € N. Pour calculer une primitive d’un polynéme trigonométrique, on se
rameéne donc par linéarité au calcul d’une primitive sur R d’une fonction f : R — R définie par
f(x) =sin™ z cos" x avec m,n € N.

Si m est impair, le changement de variable u(x) = cosx conduit ¢ un polyndme en
cosz. De méme si n est impair, le changement de variable u(x) = sinx conduit
un polynome en sinx. Les situations ou m et n sont tous les deur pairs nécessitent
d’utiliser les formules usuelles de trigonométries, comme sur les exemples suivants.

» Exemple 3. On veut calculer une primitive F' : R — R de la fonction f : R — R définie par :

f(x) = sin® z cos* x

(Sinxcosx)2 cos?z = ¥ sin? 2z x $(14cos2z) = (1 —cos4dz)(1+cos2z). On

On calcule f(z) =
développe en f(z) = 7=(1+ cos 2z —cos 4x — cos 2z cos 4z). Or cos 2z cos 4a = 1 (cos 6z + cos 2z).

D'ou f(z) = 1—16(1 —i—_ % cos2x — cos 4z — 4 cos 6z). On conclut par changements de variables :
F(z) = {5(1+ Lsin2z — sinda — &5 sin6z) + k.
» Exemple 4. On veut calculer une primitive F': R — R de la fonction f : R — R définie par :
f(z) = cosb

On calcule f(z) = (3(e™ + e7))0 = S5[(e5% 4 e761) + 6(e™ + e747) + 15(e?™ + 7 2i%) 4 20].
Donc f(z) = 35 (2 cos 6z + 12 cos 4z + 30 cos 2z + 20) = o5 (cos 62 + 6 cos 4z + 15 cos 2z + 10). On
conclut que :
F(z) = 35 (% sin 6z + 3 sindz 4+ 2 sin 2z + 10z) + k
7



1.3.3 Cas des fractions rationnelles

» Exemple 1. On veut calculer une primitive F' d’une fonction f de la forme :

ar +b

flx) = pe—— avec a,b,c,d € R, a #0, ¢ # 0.
On calcule : f(z) = %(zig) = %(%) — %(1 + _;:;) _ % + cl()g;ifl)'
On conclut qu’'une primitive de f sur } —00, —%[ et sur ]—%, —i—oo[ est la fonction F' définie par :
F(x) = Zx—l— bc;adln x—l—ccl‘

» Exemple 2. On veut calculer une primitive F' d’une fonction f de la forme :

1
flx) = P avec a,b,c € R, a # 0.
o Si az? + bz + ¢ admet deux racines réelles distinctes r; < 19, alors il existe \, u € R tels que :
A f
flw) = + , etdonc F(z)=Anl|z —ri|+plnfz—rf +k,

Tr—Tr Tr —T9
sur chacun des trois intervalles |—oo, [, |1, 2] et ]ra, +00l.
e Si az? 4 bz + ¢ admet dans R une racine double r, alors

1 -1

f(z) = et donc F(x) = + k,

sur chacun des deux intervalles |—oo, 7] et |r, +00].

—(b2—
e Si az? + bx + ¢ n’admet aucune racine réelle, il existe deux réels o = % et 8= (I)Tzlac) tels
que ax? + bx + ¢ = a[(x + a)? + $?] (forme canonique du trindéme). On obtient :
1 1 T+ o
T) = , etdonc F(x)=—arctan | —— | + k, our tout x € R.
o= e )= ggemton (52 + 2

» Ezemple 3. On veut calculer une primitive F' d’une fonction f de la forme :

cr+d
f@) = 57—
e +pxr+q
L’idée est de faire apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur en écrivant cx + d =
$@2xz+p) +d— %, de sorte que

c 2v+p ( cp 1
S — d——)xi,
f(z) 2 :1:2+p:c+q+ 2 22+ pr+q

avec ¢, d, p,q € R tels que p? — 4q < 0.

ce qui par changement de variable pour le premier terme, et en utilisant pour le second terme
le troisieme cas de I’exemple précédent, donne pour tout z € R :

1 —p2 4+ 4
F(@:gln($2+px+Q)+B(d—%).arctan <$;a> + K, avecozzg, ﬁ:@.
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» Principe général. Une fraction rationnelle est le quotient de deux polynd

mes. Un théoreme

important (dit de décomposition en éléments simples) montre qu’une fraction rationnelle s’écrit

de facon unique comme la somme :

1. d’un polynéme (sa partie entiere); le calcul d’une primitive de cette partie est évident.

c
2. d’une somme finie de termes de la forme (7)7“ avec a,c € R, n € N*;
x—a
c .
— +k sin>1,
les primitives des fonctions de ce type sont de la forme (1-n)(z—a)
cln|z —al+k sin=1.
sur chacun des intervalles |—o0, af et ]a, +o00].
, . cr+d .
3. d’une somme finie de termes de la forme ———  avec m € N*, ¢,d,p,q € R tels

(22 +px + q)™

que p? — 4q < 0. Les primitives des fonctions de ce type peuvent étre plus délicates a

calculer. On a traité aux exemples 2 et 3 le cas ou m = 1. On verra d’a
des cas particuliers.

» Exemple 4. On veut calculer une primitive F' de la fonction f définie par :

utres exemples sur

T +3
f({E) - l‘(ZL‘ _ 1)3'
On vérifie d’abord que f(2) = ;27 — 2 + s — 5, dou :
3 2 1 3 2
F(x) =31 -1 — —31 k=3In|1l—— — k
(z) nle |+a:—1 (x —1)2 nlel + " az‘+x—1 (l‘—l)2+ ’
sur chacun des trois intervalles |—o0, 0], |0, 1] et |1, 4+o00].
» Exemple 5. On veut calculer une primitive F' de la fonction f définie par :
1
f(l‘) - (1‘2 + 1)2'
On décompose en f = f1 — fo avec fi(z) = (:ﬁ?jll)g = x%ﬂ et fo(z) = ﬁ
- Une primitive de f; est F} : R — R définie par Fj(z) = arctan z.
- Pour déterminer une primitive F5 de f5, on procede par parties avec u = —m et v =,
de sorte que Fy(x) = —m — Ga(x), avec Go primitive de la fonction uv’ = u donc ici
Gy = —1F.

On conclut qu’une primitive de f sur R est la fonction F' : R — R définie par :

1 T
F(l’) = §arctan:1:—|— m +]{7



» FExemple 6. On veut calculer une primitive F' de la fonction f définie par :

1

@)= vz e

2
On écrit le trindme 22 + 2 + 1 sous forme canonique (x + %)2 + % = % [(2%1) + 1} .

Donc f(z) =1 x ——L_—— de sorte que le changement de variable u(z) = 2”\”;%1 conduit a :

2
()]
F(z) = %G(u(m)) ou G est une primitive de la fonction g : R — R définie par g(x) = m

On utilise les primitives de g trouvées a l’exemple précédent pour conclure que :

<2:z: + 1) 1 2z+1
arctan §

4
F(z) = —————+k
33 V3 ¢+ x+1
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Chapitre 2

Intégrale d’une fonction continue sur
un segment

2.1 Définition et méthodes de calcul
2.1.1 Intégrale et primitives

Définition. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue
sur le segment [a, b] de R. On appelle intégrale de f sur [a, b], ou encore intégrale de a & b de f,

/ f(t)dt = F(b) — F(a)

ou F est une primitive de f sur [a, b].

notée [ () dt, le nombre réel :

» Remarques sur cette définition :

(i) I'hypothese de continuité de f assure l'existence de primitives (d’apres le théoreme 1.1.2);

(ii) la valeur de l'intégrale ne dépend pas du choix de la primitive F' puisque deux primitives
different d’une constante (d’apres la proposition 1.1.1);

(iii) on a de fagon évidente [ f(t)dt =0et [ f(t)dt = — f: f(t)dt
(iv) on note usuellement : [F(x)]z = F(b) — F(a).
» Remarque sur cette notation : dans la notation ff f(t) dt, la variable ¢ est muette, au sens ou

I'on peut tout aussi bien écrire fab ft)dt = fabf(x) dr = fab flu)du=...

Proposition (relation de Chasles). Soient a, b, ¢ trois réels tels que a < ¢ < b. Soit f : [a,b] — R
une fonction continue sur le segment a,b] de R. On a :

/f ndt= [ 1 dt+/f

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur [a,b].

Ona: [7f(t)dt=F(b) - F(a) = F(b) — F(c) + F(c) = [Pty de+ [€ f(t)dt. O

11



Par définition méme, les notions d’intégrale et de primitive sont intimement liées. Elles ne doivent
cependant pas étre confondues : les primitives de f sont des fonctions [a,b] — R, l'intégrale
f: f(t)dt est un nombre réel. On peut expliciter encore le lien entre les deux notions par la
formulation suivante, évidente mais fondamentale, qui précise le corollaire de 1.1.1 :

Théoréme (fondamental). Soient a et b deux réels tels que a < b, et f : [a,b] — R une fonction
continue sur le segment [a, b] de R. L’application F : [a,b] — R définie par :

F(x) = /w f(t)dt pour tout x € [a,b)

est I'unique primitive de f s’annulant en a.

Démonstration. Soit G une primitive quelconque de f sur [a, b]. Par définition de I'intégrale, on
a: F(z)= [T f(t)dt = G(x) — G(a) pour tout = € [a,b]. Ainsi F et G différent d’une constante,
et donc F est une primitive de f. Cette primitive vérifie F(a) = [ f(t) dt = 0.

Réciproquement, soit H une primitive de f sur [a,b] s’annulant en a. Il existe donc k € R tel
que H(z) = F(x)+ k pour tout = € [a, b]. Puisque qu’on a a la fois H(a) = 0 (par hypothese sur
H) et F(a) =0 (d’apres le point précédent), on conclut que k = 0, donc H = F', ce qui montre
I'unicité voulue. O

» Calcul des intégrales. Les liens essentiels entre intégrales et primitives impliquent que 1'on
retrouve pour le calcul des intégrales les mémes méthodes et arguments que ceux que 'on a
exposés pour les primitives en 1.2; cela fait 'objet de la section 2.2. Auparavant on précise les
relations de I'intégrale avec une autre notion importante, celle d’aire d’une surface du plan'.

2.1.2 Intégrale et aire

» Notations.

Soit f une fonction [a,b] — R continue sur [a, b]. On fixe un repére du plan. Pour tout x € [a, b],
on note M (x) le point de coordonnées (x, f(z)) et P(x) le point de coordonnées (x,0) qui est
situé sur l'axe des abscisses. La courbe de f est I’ensemble de tous les points M (x) quand x
décrit [a, b].

» Premiere approche : cas d’une fonction positive croissante.
On suppose f : [a,b] — R continue, positive et croissante sur
[a,b]. Pour tout = € [a,b], on note A(x) l'aire de la portion
de plan située entre la courbe de f et ’axe des abscisses, et
limitée par les droites verticales passant par P(a) et P(x).

Pour tout réel h > 0, A(x + h) — A(x) est l'aire de la bande
de largeur h limitée par la courbe de f, 'axe des abscisses et
les droites verticales passant par P(z) et P(x + h). Donc :

P(x)M(z) x h < A(x + h) — A(x) < P(x+ h)M(x + h) x h
Comme P(z)M(x) = f(x) et P(x + h)M(x + h) = f(z + h), on déduit que :

1. Nous ne donnons pas dans ces notes de définition formalisée de cette notion.
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A(z + h) — A(x)
fla) < 222D

La continuité de f implique que }Lir% f(z+h) = f(z), donc ’llin% w = f(x). la double
— —

< f(x+h).

inégalité ci-dessus. En raisonnant de méme a gauche, on déduit que la fonction A : [a,b] — R
est dérivable en tout z € [a, ], et que sa dérivée A’ est la fonction f. En d’autres termes :

A est une primitive de f sur [a,b].

Il est clair que A(a) = 0; donc A est la primitive de f s’annulant en a, c¢’est-a-dire la fonction
F :[a,b] — R définie par F(z) = [7 f(t)dt d’apres le théoréme fondamental 2.1.1.

En particulier fab f(t)dt = F(b) = A(D) est l'aire de la portion de plan située entre la courbe de
f et 'axe des abscisses, et limitée par les droites verticales d’équations x = a et x = b.

Le théoreme suivant étend ce résultat au cas ou f n’est pas nécessairement croissante.

Théoréme.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive sur [a, b].
L’intégrale : b
[ s
a

est égale a I’aire de la portion de plan située entre la courbe
de f et axe des abscisses, et limitée par les droites verticales
d’équations x = a et z = b.

Démonstration. On reprend le méme raisonnement que dans la situation particuliere préliminaire
en remplacant la double inégalité centrale par :

Az + h) — A(x)

< My,
h > h > h
ou My, est le maximum et my, le minimum de f sur le segment [z, x + h|, qui, par continuité de
f, existent et vérifient }llir% My, = }llir% mp, = f(z). On conclut de la méme maniere. O
— —

» Généralisation.

Pour une fonction f : [a,b] — R continue et négative sur [a, b], fff(t) dt = F(b) = —A(b) est
I’opposée de l'aire de la portion de plan située entre la courbe de f et 'axe des abscisses, et
limitée par les droites verticales d’équation x = a et x = b (il suffit de considérer la fonction — f,
qui est continue et positive sur [a, b]).

Sl existe ¢ € [a, b] tel que f est positive sur [a, c] et négative
sur [c,b], alors la relation de Chasles vue en 2.1.1 implique
quefab ft)dt=A— A" avec :

v' A Tlaire de la portion de plan située entre la courbe de f
et 'axe des abscisses, limitée par la droite verticale d’équation
x = a et le point C(c,0),

v' A’ Daire de la portion de plan située entre la courbe de
f et I'axe des abscisses, limitée par le point C' et la droite
verticale d’équation = = b.

Ce raisonnement se généralise immédiatement & un nombre fini de points ou f change de signe.
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2.2 Meéthodes de calculs

2.2.1 Linéarité

Proposition. Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b] de R. Pour tous réels
Aet p, on a:

b b b
[ os+u@a=x [ sy [ g

Démonstration. Soient F une primitive de f et G une primitive de g sur [a,b]. D’apres la
proposition 1.2.1, la fonction A\F' 4+ uG est une primitive de Af + pg. Donc en appliquant la
définition 2.1.1, on obtient directement : fab(/\f + pg)(t)dt = (AF + pG)(b) — (AF + uG)(a) =

MF(b) = F(a)) + (G (b) — G(a)) = A [ f(t) dt+ pu [, g(t) dt. H

2.2.2 Changement de variable

Proposition. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b]. Soit u une fonction de classe
C! sur un intervalle [, (] tel que u([a, 8]) C [a,b]. Alors :

u(B) B
/ f(z) dz = / F(u(t))d () dt.

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur [a,b]. Comme on I'a vu & la proposition 1.2.2,
lapplication G = F o w est une primitive de g : [a, ] — R définie par g(z) = f(u(z)) x u'(x).

Done : [7 f(u(t))u (1) dt = [ g(t) dt = G(B) — G(a) = F(u(B)) — F(u(a)) = [{) f(z)dz. O

» Premier type d’exemple.

1
t
- dt=+v2-1.
/0 2+1

En effet : considérons u : [0,1] — [1,2] définie par u(t) = t* + 1. Elle est de classe C*
et vérifie v/(t) = 2t. Donc :

/1 ! dt:/l vt g Qde:[\/Ef:\/iq
0o Vt2+1 0 2¢/u(t) 1 2V 1 :

NB : il est commode d’utiliser les notations simplifiées : t> + 1 = z et 2t dt = dx.

» Second type d’exemple. / V1—22dr = g
En effet : considérons u : [—%, 5] — [—1, 1] définie par u(t) = sint. Elle est de classe

C* et vérifie u'(t) = cost. Donc :

/ \/1—x2dx—/ V1 —sin?t costclt:/2 COSQtdt:/2 T(cos2t + 1) dt,
bl 2 -
d’otu : / V1—22de = [Lsin2t+3¢]2, =7,

jus
2

VB

NB : il est commode d’utiliser les notations simplifiées : x = sint et dx = cost dt
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Corollaire.
(i) Soit f une fonction continue sur R admettant une période T'. Alors :
a+T T
/ ft)dt = / f(t)dt pour tout a € R.
a 0

(ii) Soit f une fonction continue sur un segment [—a,a] avec a > 0. Si f est paire, alors :

a a

f(t)dt = 2/ f(t)dt.

—a 0

(ii) Soit f une fonction continue sur un segment [—a,a] avec a > 0. Si f est impaire, alors :

" Fyde=o.

Démonstration. Pour (i), on calcule fﬁT f(t)dt = fT f )dt + fHT ) dt par la relation de

Chasles. Par changement de variable, on déduit [ ot ¢ = f f@)dt+ [ f(t+T)dt; puis

par périodicité f a+T = fa ft)dt+ fo t)dt. D ol le résultat en réappliquant la relation

de Chasles. Les pomts (ii) et (iii) résultent du changement de variables u(t) = —t. O
Fonction paire Fonction impaire Fonction périodique

2.2.3 Intégration par parties

Proposition. Soient u et v deux fonctions de classe C* sur un intervalle [a, b]. Alors :

b b
/ W (Eo(t) dt = [u(t)o(®)]® — / (b (2) dt.
avec la convention de notations [u(t)v(t) ] = u(b)v(b) — u(a)v(a).

Démonstration. On applique directement la proposition 1.2.3 et la définition 2.1.1. O

» Ezemple. Calcul de I = /2 e 2 cosx du.
0

En utilisant les notations commodes déja introduites dans les exemples de 2.2.2, on
fait une premiere intégration par parties avec :

u'(x) =cosz et v(m) = e_Q’C, dott u(x) =sinz et v/(z) = —2e7%*.
Il vient : I = [e*Q‘” sinm] +2 fo Tsinxdr =e "+2J, avec J = fo 2% gin x du.

On calcule J par une autre intégration par parties, avec :
15



w'(r) =sinz et v(z) =e 2, dou w(z)=—cosz et v(r)=—2e"7.
Ilvient:J:[—e_Qxcosa:]g—Zfo 2eospdr =121,
Enrésumé : [ =e ™ +2J =e " +2(1—2I), et donc : [ = (e ™ +2).

™

» Ezemple. Calcul de I, = /2 cos"zdr = /2 sin"x dz (intégrales de Wallis) pour tout n € N.
0 0

Observons d’abord que 'égalité des deux expressions s’obtient par le changement de
variables t = Z — x. On calcule ensuite I,, par récurrence sur n. Il est évident que :

2
I():% et I =1.

Puis pour n > 2, on fait une intégration par partie de I,, = ff sin"x dzx avec :

u'(x) =sinx et v(z) = sin" 'z, dott u(z) = —cosx et v'(z) = (n— 1)sin" 2z cos x.
Il vient : I,, = [—sin" 'z cos x}og +(n —1) [ sin" %z cos’x dx
=(n-1) f (sin"2z)(1 —sin’z) dz = (n — 1) (Lo — I,).
On conclut que I, = %In_g, et on acheve par récurrence suivant la parité de n :
2p) ! 22P (p!)?
Iy, = 22(;7 8!)2.% et Ippyr = ﬁ pour tout p € N.

2.2.4 Exemple d’application : formule de Taylor avec reste intégral

Proposition. Soit n € N fixé. Soit f : [a,b] — R une fonction que I'on suppose de classe C"*!
sur [a, b]. Alors pour tout x € [a,b] :

" (k) (g (n+1) (¢
f@ = e —aps [T 06 ira
k=0

Démonstration. On procede par récurrence sur n. Pour n = 0, on prend f de classe C! sur [a, b].
La fonction f’ admet f pour primitive sur [a,b] donc, d’apres la définition 2.1.1, [ f/(t) dt =
f(x) = f(a). Ainsi f(x) = f(a) + f f/(t) dt, ce qui est la formule voulue pour n = 0.

Soit n > 0; supposons (hypothese de recurrence) la propriété vraie au rang n et prenons f :
[a,b] — R de classe C" 2. Fixons un réel x € [a, b] quelconque. Une intégration par parties avec :

u(t) = —E=D0 () = fD (), () = E0 () = pED(g),

d (n+1)1 7 n!
onne :
z (z=1)" ¢(n Ot T z—t)"t1 n
Dt ps D () dt = [ S p D ()] — (- p 2 (1) dt,
ou encore :
. e fOD(t) (z—a)™*t +1)(q f<"+2) +1
Jo @ =t dt = St T a) + [ S (e - o).

En substituant cette expression dans le dernier terme de lhypothese de récurrence f(z) =

n £ (a) T f(n+ )(t . . N
> Pt f —t)™dt, on obtient la relation voulue a l'ordre n + 1. O
=0

» Commentaire. On peut comprendre cette formule comme un résultat d’approximation per-
mettant d’écrire toute fonction f de classe C™*! sous la forme d’un polynéme de degré < n et
d’un reste, exprimé comme une intégrale. On reviendra sur ce point plus loin en 3.2.1.
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2.3 Propriétés de l’intégrale

2.3.1 Positivité

Théoréme. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur
le segment [a, b] de R. On suppose que f est positive sur [a,b]. Alors :

b
Q) / F(t)dt > 0.
b
(i) / f(t)dt =0 siet seulement si f est identiquement nulle sur [a, b].
a

Démonstration. Soit F' une primitive de f sur [a,b]. Comme F’ = f est supposée positive, la
fonction F' est croissante. Donc a < b implique F'(a) < F(b). D’ou f; f(t)dt = F(b) — F(a) > 0.
Pour (ii), supposons maintenant que f; f(t)dt =0, c’est-a-dire que F(a) = F(b). Comme F est
croissante, les conditions a < b et F(a) = F(b) implique que F' est constante, et donc que sa
dérivée f est identiquement nulle sur [a, b]. L’implication réciproque est évidente. O

Corollaire. Soit f et g deux fonctions [a,b] — R continues sur le segment [a, b] de R.
b b
Si f(x) < g(z) pour tout = € [a,b], alors / f(t)dt < / g(t) dt.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la proposition précédente a la fonction h = g — f qui est
continue et positive sur [a, b]. O

Corollaire. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur le segment [a, b] de R. alors :

[ rwal< [swra

Démonstration. Notons I = f; f(t)dt. Considérons la fonction g = |f|, qui est continue sur

[a, b]. Elle vérifie f(z) < g(z) pour tout x € [a,b], donc I < f; g(t) dt en appliquant le corollaire
précédent. On a aussi —g(z) < f(x) pour tout = € [a,b], donc —fabg(t) dt < I. La double
inégalité — f;g(t) dt <1< f;g(t) dt équivaut a |I] < ffg(t) dt. O

Corollaire (inégalité des accroissements finis). Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C* sur
le segment [a,b] de R. Soient m le minimum et M le maximum de f’ sur [a,b]. Alors on a :

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).

Démonstration. Rappelons d’abord que l'existence de m et M résulte de la continuité de la

fonction f’ sur le segment [a,b]. On a: m < f'(z) < M pour tout x € [a,b], d’ot 'on déduit que

m(b—a) = fabmdt < ff f(t)dt < f;Mdt = (b — a)M d’apres le premier corollaire ci-dessus.

C’est le I'encadrement voulu puisque f: f(t)dt = f(b) — f(a) d’apres la définition 2.1.1. O
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2.3.2 Formule de la moyenne

Proposition. Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit
f :[a,b] — R une fonction continue sur le segment [a, b] de R.
On note m = infyc(qp) f(x) et M = supyefey f(x). Alors :

(i) on a les inégalités m(b — a) / f)dt < M(b—a);

(ii) il existe ¢ € [a, b] tel que f(c)

Démonstration. 11 suffit pour démontrer (i) d’appliquer le troisieme corollaire de 2.3.1 & une
primitive F' de f sur [a, b]

Pour (ii), notons k = b - f f(t)dt. D’apres la point (i), on a m < k < M. Comme f est
continue sur [a,b], on peut appliquer le théoréeme des valeurs intermédiaires et conclure qu’il
existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = k. O

2.3.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition. Soient f et g deux fonctions [a, b] — R continues sur le segment [a, b] de R. Alors :

nal < /[ rora /[ a0
Démonstration. Convenons de noter 5(u,v) = fb

o, w(t)v(t) dt quelles que soient u,v deux fonc-
tions continues sur [a, b]. Remarquons que d’apres le théoreme 2.3.1, on a toujours 5(u,u) > 0,
et B(u,u) > 0 si u n’est pas la fonction identiquement nulle.

Avec cette notation, démontrer la proposition équivaut a vérifier que :

B(f,9)* < B(f. f) x B(g, 9)-
Pour cela, prenons un réel A\ quelconque et calculons :
BOS + 9. M +9) = [ M0 + ()P dt = [ [N F(2) +27f(D)g(t) +9(1) ] dt
En utilisant la linéarité de I'intégrale (proposition 2.2.1), il vient :
B+ g A +9) =22 [ f(t)2dt+2X [} f(D)g(t)dt+ [ g(t)? dt
que l'on rééerit sous la forme B(Af + g, \f +g) = N2B(f, f) +2AB8(f, 9) +B(g,9). On en déduit :
BUf )N +2B(f,9) A+ B(g,9) > 0 pour tout A € R.

Si f est identiquement nulle, la proposition est claire (les deux membres de l'inégalité étant
nuls). Sinon, on a B(f, f) # 0, et donc dire que le trindme B(f, f) A2 + 28(f,9) X + B(9,9)
est positif pour tout A € R implique que son discriminant est négatif. En d’autres termes,

B(f,9)? — B(f, £)B(g,9) <0, ce qui montre I'inégalité voulue. O
18



2.4 Quelques compléments

2.4.1 Intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment

Définition. Soient a et b deux réels tels que a < b.
Une fonction f : [a,b] — R est dite continue par mor-
ceaux sur [a, b] lorsqu’il existe un nombre fini de réels
ag, a1, - - - ap vérifiant
a=ayp< a1 < < ap_1<ap=>o,
tels que pour tout 0 <i<n—1:
o [ est continue sur |a;, a;11],

o f admet une limite a droite en a;,

¢ f admet une limite a gauche en a;4;.

Sous les conditions ci-dessus, considérons pour tout 0 < i < n — 1 la restriction f; de f a Uinter-
valle ]a;, a;+1[. Par hypothese f; est continue sur |a;, a;+1[. On peut la prolonger par continuité
a droite en a; et par continuité a gauche en a;y1 en posant
fila;) = lim f(z) et fi(aj+1) = lim f(x).

:c—)aj x—)aijrl
On obtient ainsi une fonction continue sur [a;, a;1+1], que I’on notera encore f;. La définition 2.1.1
peut donc s’appliquer a f; et 'on peut considérer f;f“ fi(t) dt. Conformément & la relation de
Chasles, on définit :

Gi+1

b n—1
/ roa =3 (

En résumé : I'intégrale d’une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b] se ramene a
une somme finie d’intégrales de fonctions continues sur des segments (formant une subdivision
de [a, b]) auxquelles s’applique tout ce qui a été développé dans les sections précédentes.

£:(t) dt> .

2.4.2 Approximation d’une intégrale par la méthode des rectangles
Considérons un segment [a, b] avec a < b. Pour tout entier n € N*, on le subdivise en n segments
[ai, ai+1] de méme longueur %(b —a) en posant :

a; = 2(ib+ (n —i)a) pour tout 0 < i< n,
qui vérifient donc : a =ag < a1 < -+ < ap—1 < ap =b.
On fixe une fonction f : [a,b] — R que 'on suppose de classe C'. La fonction continue f’ admet

donc sur [a, b] un maximum M. Pour simplifier, supposons f positive sur [a, b].

Sur chaque intervalle [a;, a;+1], introduisons la fonction constante g; constante égale a f(a;) sur
[ai, aiy1]. West clair que [} g;(t) dt = b=a (q;).

La différence

A, =
n

b n=1ph_gq
/ ftydt ="y s

mesure ’écart entre I’aire de la surface comprise entre la courbe de f et 'axe des abscisses, et la
somme des aires des rectangles ainsi construits, ceci entre les deux droites verticales d’équations
r=aetx=">.
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Lorsque n tend vers l'infini, le nombre de
points de la subdivision tend vers l'infini
et la largeur de chaque rectangle tend vers
0. Il apparait intuitivement que la somme
des aires des rectangles tend alors vers
lintégrale de f. On démontre effective-
ment que :
lim A, =0.

n——+oo

Démonstration. On donne ici la preuve a titre d’exercice.

Puisque f est de classe C*, on peut appliquer le théoréme des accroissements finis sur chaque
intervalle [a;, a;11] :
pour tout x € [a;, ait1], [f(z) — fla:)| < (z — ai) M,

d’ol1 avec le premier corollaire de 2.3.1 :

i1 aq41 _ 4.)27%i+1 _ 2
/a ! |f(a:)—f(a¢)|dx§M1/ o= a5 do = My {%]+ YR

i a; i

b @q41
Par ailleurs, on décompose avec la relation de Chasles / flz)dx = Z f(z)dz, dou:

ag

n—1

0(/(”7+1 dm—b;af(ai)>‘
/ ~ flas)) de

i+l b—a

n =

=0

/ 1+1f(x)dx—7f (ai) Z

=i =0

D*M

iy @itl “l bfa (b—a)?
< )| d M =M
_(/ @)~ SGaldz) < 3 YU
Il résulte de cette majoration que lir_lg A, =0. O
n——+0oo

2.4.3 Approximation d’une intégrale par la méthode des trapézes

On peut considérer a la place de chacun des rectangles précédents le trapeze obtenu en joignant
les points de coordonnées (a;, f(a;)) et (ait1, f(air1))).

L’aire d’un tel trapeze est :

%(f(ai) + f(ait1)) b_T“

La différence d’aire devient :

b n—=1p_ ¢
_ / F@ydt = 3 =5 = (@) + F o).

En supposant f de classe C? et en notant My
le maximum de f” sur [a,b], on peut démontrer
que la majoration précédente A, < %Ml
est améliorée en :

PRY:!
Ap < (?253 M.
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Chapitre 3

Rappels et compléments sur le
comparaison locale des fonctions

Lors de I’étude de la limite d’une fonction f en un point a, ou en +00 ou —oo, on a déja rencontré
des situations ou lapplication des reégles sur les opérations (somme, produit, composition) ne
permet pas directement de conclure du fait d’une “forme indéterminée”, comme oo x 0, ou 2,
ou (—00) + (4+00). C’est un recours plus fin & des techniques de dérivation qui permet parfois
de “lever I'indétermination”, comme pour les limites classiques suivantes, qu’il faut connaitre :

. e . (In a:)ﬁ ) o 3
pour «, 3,7 >0 : xll}r}rloo P +00, mll}l}_loo s 0, $li>r(r)1+ z%1In(x)|” =0,
r—1 In(1 i 1 “a—1
fm S o g ROED) sy GFO T e R).
z—0 T x—0 x z—0 T x—0 T

Le but de ce chapitre (qui reprend pour partie et compléete ce qui a été vu en premiére année
sur la question) est de systématiser ces techniques.

3.1 Fonctions équivalentes, fonction négligeable devant une autre
3.1.1 Deux relations de comparaison

Définitions. Soit I un intervalle ouvert de R contenant un point a. Soient f et g deux fonctions
définies sur [ sauf éventuellement au point a.

1. On dit que f est équivalente a g en a lorsqu’il existe un voisinage V' de a et une fonction
¢ définie sur V' \ {a} tels que :

f(z) =[1+¢e(z)]g(x) pour tout x € V' \ {a}, avec il_r)ré e(x)=0

On note alors : f~g en a, ou encore f ~ g.
a

2. On dit que f est négligeable devant g en a lorsqu’il existe un voisinage V de a et une
fonction e définie sur V'\ {a} tels que :
f(z) = e(x)g(x) pour tout x € V'\ {a}, avec li_r)n e(x) =0
r—a
On note alors : f = o(g) en a, ou encore f = o(g).
a
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On a des définitions similaires au voisinage de +o0o et au voisinage de —oo. On ne donne ici que
celle pour +o00 en laissant au lecteur le soin de ’adapter au cas de —oo.

Définitions. Soit I un intervalle de R de la forme [b, +00[. Soient f et g deux fonctions définies
sur I.

1. On dit que f est équivalente & g en +o0o lorsqu’il existe un intervalle J de la forme [c, +00[
avec ¢ > b et une fonction e définie sur J tels que :

f(z) =[1+¢e(z)]g(x) pour tout x € J, avec lim e(x) =0

T—+400

On note alors : f ~ g en 400, ou encore f ~ g.
“+o0o

2. On dit que f est négligeable devant g en +oo lorsqu’il existe un intervalle J de la forme
[c, +oo[ avec ¢ > b et une fonction e définie sur J tels que :
f(z) =e(z)g(x) pour tout x € J, avec lim e(z) =0
T—>+00

On note alors : f = o(g) en 400, ou encore f = o(g).
(o.¢]

» Ezemples. On peut reformuler ainsi certaines des limites classiques données en introduction
de ce chapitre :

sin:zt?;a: ln(l—i—:n)radx e —1~ux (1—1—33)0‘—1304;3 (pour @ € R)

Par le changement de variable z <+ x + 1, on en déduit par exemple que :

lnmr\f:nfl, ou xo‘flrlva(xfl) (pour « € R).

On a aussi :

(Inz)? = o(xz®) pour tous a, 8 > 0, x = o(e") pour tous a,y >0

» Remarques. Les deux relations sont liées puisqu’il résulte immédiatement des définitions que,
en désignant par a soit un réel soit oo, on a toujours :

f~g9 & [f—g=o(g).
a a
Il est utile dans la pratique de remarquer que les deux relations sont transitives, ce qui signifie :

g et guhl=[f~h et [[=o(g)etg=o(h)] = [f=o(h)].

a a
De plus, ’équivalence en a est symétrique, ce qui signifie que : f ~g < g ~ f,
a a

mais attention, ce n’est bien sir pas le cas de la négligeabilité !
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3.1.2 Regles de calculs sur les équivalents

L’utilisation des équivalents est tres pratique et efficace dans les calculs, mais leur maniement
présente certaines subtilités et nécessite vigilance et précision pour ne pas faire de raisonnements
faux. Il est inutile de retenir une multitude de petits résultats techniques particuliers. On donne
ci-dessous quelques énoncés généraux, et pour les autres situations, le plus stur est souvent de
revenir a la définition de départ (qu’il faut connaitre parfaitement).

Dans ce qui suit, a désigne indifféremment un réel ou +oo. On considere des fonctions définies
au voisinage de a, ce qui signifie : lorsque a € R qu’elles sont définies sur un intervalle ouvert [
contenant a sauf éventuellement en a, lorsque a = 400 qu’elles sont définies sur un intervalle de
la forme [b, +00[, et lorsque a = —oo qu’elles sont définies sur un intervalle de la forme ]—oo, b].

Théoréme (équivalent d’un produit). Soient f1, fa, g1 et g2 quatre fonctions définies au voisinage
de a.

(i) Si f1 ~ g et fo ~ 92, alors f1 fo ~ g192-

1 1
(ii) Si f1 ~ g1 et si g1 ne s’annule pas au voisinage de a, alors — ~ —.
a J1 e g

Démonstration. En appliquant directement la définition, on a au voisinage de a :

fil@) = [1+ 21@)]g1(2) et fola) = [1+ ex(2)]ga(x), avee lim ey(z) = lim x(z) = 0.
On calcule (14 e1(x))(1 4+ e2(x)) = 1+ e(x) en notant e(x) = e1(x) + e2(z) + £1(x)ea(z), d’ou
fi(@) fa(z) = [1 + e(x)]g1(z)g2(z) avec liin e(z) = 0, ce qui prouve (i).

Pour le point (ii), calculons :

1 1+e1(z) —e1(z) , , e1(x)
= =1+4¢€(x), en notant €' () = —————.
1+ei(x) 1+ei(x) (z) (z) 1+e1(x)
On a sur un voisinage de a 1'égalité f&w) = [1+s1(;)]gl(ac) =1+ E'(:c)]gl%z) avec iliI}l e'(x) =0, ce
qui acheve la preuve. O

Bien str, on déduit de ce théoreme les résultats correspondants pour les puissances et les quo-
tients de fonctions.

Proposition (exemple des fonctions polynomiales et des fractions rationnelles).

(i) Toute fonction polynomiale est équivalente en +0o et en —oo a son terme de plus haut
degré.

(ii) Toute fonction rationnelle est équivalente en +0o et en —oo au quotient du terme de plus
haut degré de son numérateur par le terme de plus haut degré de son dénominateur.

Remarque : on a des résultats analogues pour des équivalents au voisinage de 0 en remplacant
“terme de plus haut degré” par “terme de plus bas degré”.
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Démonstration. Soit f une fonction polynomiale sur R. Soit n son degré. Donc f est de la forme

n .
f(x) = > a;x® pour des réels a; tels que a, # 0. En mettant le terme de plus haut degré a,z"

1=0
n—1 . n—1 .
en facteur, on obtient : f(z) = apa™ |14+ > 2o’ |, et en notant e(z) = > Z£2'"", on a
=0 i=0

lim e(x) = lim e(x) =0, ce qui prouve le point (i). Le point (ii) s’en déduit immédiatement
r—r+00 T——00
en utilisant la seconde assertion du théoreme précédent. ]

» Quelques remarques et points de vigilance
1. Attention! On n’a pas de résultat analogue au théoreme précédent pour les sommes
d’équivalents. En d’autres termes, fi ~ g1 et fo ~ go n’implique pas que f1 + fo ~ g1 + go.
a a a

2 3

Contrexemple : % — x BJ > —xetx BJ T, mais x?

n’est pas équivalent & x en 0.

2. Attention ! Composer les deux termes d’un équivalent par une méme fonction ne conserve
pas nécessairement 1’équivalence. Par exemple f o9 n’implique pas e/ o ed.
o o

Contrexemple : = + 2 fodtd mais e 2 n’est pas équivalent & e en +oo.
o0

3. Attention! il n’y a aucune implication générale entre f ~ g et lim(f(z) — g(z)) = 0, ni
a Tr—a
dans un sens ni dans 'autre.
Contrexemple : t+1 ~ x, mais lim [(z+1)—x] #0.
+o00o T—>+00
1

. : 1 1\ . 5 , . 1
Contrexemple : lim (3 — -) = 0, mais _ n’est pas équivalent & — en +oo.

r—+-+00
4. Onavuqueex—lraax.

On pourrait aussi écrire e* ~ 1+ z, ce qui est exact, mais n’a pas d’intérét dans la mesure
0 ) b

ou l'on a tout autant e ¥ 1+ 22, oue® ¥ 1+ 2™ pour tout n > 2.

Alors qu’en revanche e* — 1 n’est pas équivalent a x" pour n > 2.

Concretement, dans un équivalent, les termes négligeables doivent disparailtre, et on ne
laisse subsister qu’un seul terme dans le second membre.

3.1.3 Regles de calculs sur la négligeabilité

Comme au paragraphe précédent, a désigne indifféremment un réel ou +o00, et on considere des
fonctions définies au voisinage de a.

Proposition. Soient f,g, h,k des fonctions définies au voisinage de a.
(i) Si f=o(h) et g =o0(h), alors Af + ug = o(h) pour tous A\, u € R.
(ii) Si f = o(g), alors fh = o(gh)

(iii) Si f =o0(g) avec f ~ h et g ~ k, alors h = o(k).
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Démonstration. Résulte de ’application immédiate des définitions. Détaillons le point (iii) a titre
d’exemple en laissant les points (i) et (ii) en exercice. Par hypothese, il existe trois fonctions ¢,
¢’ et ¢ définies au voisinage de a (sauf éventuellement en a), admettant toutes les trois 0 pour
limite quand z tend vers a, et telles que, pour tout z dans un voisinage de a, on ait :

fx) = e(x)g(x), fx) = [1+&'(2)]h(z) et g(z) = [1 + " (z)]k(z).

h@) = m (@) = ol 9(@) = e(@) TS k(@)

. . . 14€"(x)
avec ilgés(x) =0et il_I)I(ll T+ (2)

On déduit :

= 1, ce qui prouve que h = o(k). O
a

Proposition (ezemple des fonctions puissances). Soient « et 5 deux réels tels que o < 3. Alors :
8 _ @ a B
¢ = o(x et % = o(x”).
— o(a) = o(a?)
Démonstration. On écrit 27 = 28~22% ; en notant £(z) = 2°~*, on a lin% g(z) =0car f—a >0,
Tr—r
ce qui montre la premiere relation. Pour la seconde relation, on écrit % = 2 A28 ; en notant

g(z) =28, on a liI_il_l g'(x) =0 car « — B < 0, ce qui prouve le résultat voulu. O
T—+00

3.1.4 Remarque sur la comparaison des suites de réels

Les relations d’équivalence et de négligeabilité introduites ci-dessus pour les fonctions dans le
cas ou a = +oo ont leur analogue, en tout point identique, pour les suites de réels. Dans le
contexte des suites, I’équivalence et la négligeabilité s’entendent toujours pour n — +o0.

» Définition. Soient (up)nen €t (vpn)nen deux suites de réels.

1. On dit que (up)nen est équivalente & (vy)nen lorsqu’il existe une suite (g,),>n définie &
partir d’un certain rang N telle que :

up = [1 +ep]v, pour tout n > N, avec lim &, =0
n—-+o0o

On note alors : u, ~ v,.

2. On dit que (up)nen est négligeable devant (vy,)nen lorsqu’il existe une suite (&, ),>n définie
a partir d’un certain rang N telle que :

Uy = EpUy, pour tout n > N, avec lim &, =0
n——+o00

On note alors : u, = o(vy,).

» Commentaire. Toutes les propriétés vues ci-dessus sur la comparaison des fonctions au voi-
sinage de +o0o (régles de calcul, exemples de références, précautions a prendre,...) s’appliquent
mutatis mutandis aux cas des suites.

Ces notions joueront un role important dans ’étude des séries numériques au chapitre 5.
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3.2 Formule(s) de Taylor

3.2.1 Point de vue global : inégalité de Taylor-Lagrange

Rappelons d’abord la formule de Taylor avec reste intégral que I’on a démontrée en 2.2.4
Soit n € N fixé. Soit f : [a,b] — R une fonction que 1’on suppose de classe ™! sur [a, b]. Alors :

., f(k) (n+1)(
_ Z f kfa) (z — a)* + Ry (), avec Ry / f —t)" dt, pour tout x € [a,b].

Comme f("+1) est continue sur [a,b], elle est bornée sur [a, ] pour tout = € [a,b], et I'on peut
considérer les réels :

M, := sup \f(”+1)(t)| < sup ]f("ﬂ)(t)\ = M,.

t€la,x] te[a,b]
On majore alors :
x T — (x —a)"t!
Ra(z)| < ‘WH " dt<M/ A )
En résumé, on obtient la majoration suivante appelée inégalité de Taylor-Lagrange :
n (k) _ \ntl
T)| = ‘f(x) - 2_:0 f kfa) (x — a)k‘ < Mb% pour tout = € [a, ]

» Remarque. On peut affiner le résultat en montrant qu’il existe un réel £ compris entre a et x
_\n+1

tel que R,(x) = f (n+1) (&) x % Cette propriété, dite égalité de Taylor-Lagrange, est hors
du programme de ce cours.

» Commentaire. 1l est important de noter que I'inégalité et 1’égalité de Taylor-Lagrange sont
des résultats de nature globale, c’est-a-dire valables sur tout l'intervalle [a, b]. Ce n’est pas le cas
du théoreme suivant, qui est de nature locale, c’est-a-dire s’appliquant seulement au voisinage
du point considéré.

3.2.2 Point de vue local : théoréme de Taylor-Young

Théoreme. Soient I un intervalle ouvert de R et a un point de I. Soit n un entier naturel. Soit
f : I — R une fonction n fois dérivable sur I. Alors il existe une fonction € définie sur I telle
que :

n . r(k)
flz) = Z / I;'(a) (z — a)* 4+ e(z)(x — a)® pour tout z € I, avec il_r)r(ll e(z) =0.
k=0 ’

En d’autres termes, et avec la notation vue en 3.1.1, on a encore :

f(z) = fa) + f(a)(@ — a) + 5" (a)(x — a)* + - + 5 f™(a)(z — a)" + o (z — a)").

Démonstration. Le théoreme est vrai dés lors que f est n fois dérivable sur 1!, mais par souci de
simplification, on donne ici la preuve sous ’hypotheése un peu plus forte que f est de classe C™

1. On peut montrer qu’il suffit de supposer que f est n — 1 dérivable sur I et n fois dérivable au point a.
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sur I. Ceci permet d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a l’'ordre n—1, c’est-a-dire
que pour tout x € I, on a :

n=l ek a z (z=t)""!
f@)= % L@ (@ — a)t + Ry (2), avee Ry(x) = [ St £ (t) dt.
=0

En écrivant simplement £ (t) = f(™(a) + f™(t) — £ (a) dans l'intégrale, on décompose :

= [ L F (a) dt + Sy (x), avee Sy (x) = [ B [F00() — £ (a)] dt.

La premiere intégrale vaut : {n_§)3 fa (x —t)"Ldt = {:)g)), [ (x;t)n]a f(,;)'( a)

(x —a)™.

On étudie maintenant la seconde intégrale S,,_;(x).

Fixons un réel quelconque ¢ > 0. Puisque f( est continue en a par hypothese, il existe un
voisinage Ja — 1, a + [ avec 1 > 0 sur lequel on a |f(™(t) — £ (a)| < e. Sur ce voisinage on a :

|Su_1(z)] < f \xt ’fn) f(n ’dt < f |x tlnldt_g‘x a|’

|n1

en remarquant que (x —t)"~! est de signe constant sur [a, z]. On dedult de cette majoration que
Sni(x) _

lim = 0. En récapitulant, il vient :
z—a (T—a)"
=l k) ()
@)= ¥ 5@ - o) + (2 — )" + o((x — a)"),
k=0
ce qui acheve la preuve. ]

3.2.3 Exemples d’application

e Fonction exponentielle. Appliquons le théoréeme précédent avec I = R, a = 0 et f la fonction
exponentielle, qui est de classe C*° sur R. Comme ici f' = f, on a f*) (z) = e” pour tout k € N,
donc en particulier f(k) (0) = 1. On en déduit que pour tout n € N et tout x € R :

n
e’ = kZO %k, t+e(@)a" =1+a+ 322+ 223 + -+ La" + e(2)2™, avec il_r)r%)e(x) =0.
e Fonction puissance. Appliquons le théoreme précédent avec I = |—1,4o00[, a = 0 et f la
fonction z +— (1 + )%, qui est de classe C* sur I. Comme ici f'(x) = a1 + 2)* !, on a par
récurrence f*)(0) = a(a — 1)(a —2)...(a — k + 1) pour tout & € N. On en déduit que, pour
tout ne Nettoutzel:

(1+x)—1+a$+a( D24 ... 4 olazb..(a=ntl)

= " 4+ e(x)z™, avec lim e(x) = 0.
: z—0

e Fonctions trigonométriques. Appliquons le théoreme précédent avec I = R, a = 0, f la fonction

cosinus et g la fonction sinus, qui sont de classe C*° sur R. On a : f(x) = cosz, f'(z) = —sinz,
f"(z) = —cosx, f”(x) = sinz, d’ott par récurrence fZ+D(0) = 0 et f**)(0) = (=1)¥. De
méme : g(z) = sinz, ¢'(x) = cosz, ¢’(x) = —sinz, ¢"'(x) = —cosx, d’out par récurrence

gD (0) = (=1)* et g¥)(0) = 0. On en déduit que pour tout n € N et tout = € R :
n
cosx = kzo(_l)k(gil;! +e(@)a?tt =1- 122+ 2t 4+ + (—1)”@1’2” + e(x)x? L,
. n 2k+1
e kzo(_l)k ey He(@)z 2 =g — gad 4 g e (1) (2n41r1) 2 e (2)2?

avec lim e(z) = 0.
z—0
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3.3 Développements limités

3.3.1 Notion de développement limité

Définitions. Soit n € N. Soit f une fonction définie sur un voisinage d’un réel a. On dit que
f admet un développement limité en a a l’ordre n lorsqu’il existe des réels ag, a1, ..., a,, et une
fonction € définie sur un voisinage V' de a tels que :

avec lime(xz) =0
Tr—ra

{f(a:) =ag+ai(r—a)+ax(r—a)+-- +ay(z—a)"+ (x — a)"e(x) pour tout € V
Le polynéome P(x) = Z k(z — a)* s’appelle la partie réguli¢re du D.L.
Le terme f(z) — P(x) : (x — a)"e(x) s’appelle le reste.

On peut démontrer aisément les propriétés suivantes :
1. Si f admet un D.L. a 'ordre n en a, alors il est unique.

2. Si f admet un D.L. a l'ordre n en a, alors f admet un D.L. a tout ordre m < n en a, dont
la partie réguliere s’obtient en prenant les termes de degré < m du D.L. a 'ordre n.

3. Si f admet un D.L. a l'ordre n > 0 en a, alors lim f(x) = ay.
r—a

» Ezemple : Considérons la fonction f(z) = L sur Dintervalle I = |—3, 1[. Pour tout n € N,

1

2
. _en+1

onsaltque1+x+x2+x3+~-+x”=%:ﬁ—$ 1. Posons ¢

Onadonc:ﬁ:1+x+x2+x3+--'+$"+$n5($)7 avec 11_%5( r) = 0.
xT

(r) = % pour x € I.

Le théoreme de Taylor-Young 3.2.2 donne de facon immédiate une condition suffisante? pour
I'existence d’un D.L., comme le précise I’énoncé fondamental suivant.

Théoreme. Soit n € N. Soit f une fonction n-fois dérivable sur un voisinage d’un réel a. Alors
f admet un développement limité en a a ’ordre n, qui est donné par :

f@) = f(a) + f(a)(z — a) + 5.f"(a) (@ — a)* + - + 4 f™(a) (2 — a)" + o((z — &)").
Démonstration. Application immédiate du théoreme 3.2.2. O

» Remarque importante : réduction au cas des D.L. au voisinage de 0. Reprenons les données
et notations de la définition ci-dessus. Il est clair que dire que f admet un D.L. & I’ordre n en a
équivaut a dire que la fonction g définie par g(z) = f(z + a) admet un D.L. & l'ordre n en 0, ce
dernier étant donné par g(x) = ag + a1 + agx® + - - - + apx™ + "' (v), avec £'(v) = e(a + ).

En clair : l’étude d’un D.L. peut toujours se ramener a celle d’un D.L. en 0.

C’est pourquoi, classiquement, on se limite pour les considérations techniques qui vont suivre, a

considérer des D.L. au voisinage de 0. Dans le résumé pratique qui suit, on utilise conformément

a la définition 3.1.1 la notation o(x™) pour désigner la fonction e(z)x".

2. On peut vérifier qu’elle n’est pas nécessaire, c’est-a-dire qu’on peut avoir l'existence d’un D.L. sans que les
hypotheses de la formule de Taylor-Young soient satisfaites.
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RESUME PRATIQUE SUR LES D.L. EN 0

e Soit n € N. Dire qu’une fonction f définie sur un voisinage de 0 admet un
développement limité en 0 & 'ordre n signifie par définition qu’il existe des
réels ag, a1, .. .,a, (qui sont alors uniques) tels que, sur un voisinage de 0 :

f(x) = ap + a17 + azaz® + - + apa" + o(2").

partie réguliere
e Soit n € N. Soit f une fonction n-fois dérivable sur un voisinage de 0. Alors f
admet un D.L. en 0 a 'ordre n, qui est donné par la formule de Taylor-Young :

f(@) = f0) + f/(0)x + 3 f7(0)2® + - + 1 f™(0)2" + o(a™).

En particulier, une fonction indéfiniment dérivable sur un voisinage de 0 admet
un D.L. a tout ordre en 0.

e Si une fonction paire f admet un D.L. en 0, alors sa partie réguliére n’admet
que des puissances de z d’exposant pair (c’est-a-dire a; = 0 si ¢ impair).
Si une fonction impaire f admet un D.L. en 0, alors sa partie réguliere n’admet
que des puissances de z d’exposant impair (c’est-a-dire a; = 0 si ¢ pair).

» Géncéralisations des développements limités.

1. Si f est définie seulement a droite de 0, on peut parler de D.L. a droite : la définition est

la méme, € est définie seulement a droite de 0, et vérifie lim+ g(z) = 0. Idem a gauche.
z—0

2. Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme |c, +00[. On dit que f admet un
développement limité (généralisé) au voisinage de +oo lorsque la fonction z — f (%) admet
un D.L. au voisinage de 0 a droite. Idem au voisinage de —oo.

Considérons par exemple la fonction f(z) = ~%5 sur ]1,4+o0[. On a f(z) = 1,1;'

Lorsque x tend vers 4oco, 'inverse y = % tend vers 0 a droite. Or on a vu
ci-dessus que la fonction y ﬁ admet pour tout n € N un D.L. en O :
ﬁ =14+y+y>+v3+- + 9y +y"(y). On en déduit que :
Z=1+l+5+5++ 5+ Ze(d), avecwgrfooa(%)zo
est un D.L. (généralisé) de la fonction f & l'ordre n au voisinage de +oc.

» Remarque. On a déja vu sur les exemples de 3.2.3 que la formule de Taylor-Young permet
effectivement de calculer des D.L. Donnons un autre exemple :

La fonction f : x — /2 + 2e® est de classe C™ sur R; calculons un D.L. de f a
Iordre 3 en 0. On calcule les dérivées successives :f/(z) = (2 + 2¢%)~1/2e*, f"(z) =
(2 4+ 2%)73/2(e2% 4 2e7), f"(z) = (2 + 2e%)7%/2(e%* + 2e2* 4 4e%). On en tire les
valeurs : f(0) =2, f/(0)=3, f"(0)=2, f”(0)= 5. Dou au voisinage de 0 :
V24267 =24 fa+ 2a? + Lad + o(a?).
2 16 192
Les calculs, on le voit, deviennent vite techniques. Le but des paragraphes suivants est de mettre

en évidence des méthodes beaucoup plus rapides et efficaces pour les calculs explicites de D.L.
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3.3.2 Développements limités de quelques fonctions classiques

Le principe général est de connaitre quelques D.L. classiques de fonctions de références, puis de
combiner ceux-ci grace aux regles rappelées ci-dessous en 3.3.3.

» Quelques D.L. classiques (en 0)

Pour tout entier n > 1, on a le D.L. fondamental que 'on a prouvé en 3.2.3 en appliquant le
théoreme de Taylor-Young :

wz1—|—ac+%$2+%x3+~-+%x”+0($")

On en tire par combinaison linéaire® (voir la premiere proposition de 3.3.3) :

chz=1+ %xz + %3:4 + et (211)!:32” + o(x?"+1)

th — x—i— ':C —|— 'x + + (27:-’»1)'(1;2717‘1’1 +0( 2n+2)

cosx=1— %332 + %x‘i + -+ (—1)"(2111)@2” + o(z?" 1)

A noter que 'on a également établi directement les D.L. de cos et sin par application du théoréeme
de Taylor-Young en 3.2.3, ce que I'on pourrait faire tout aussi aisément pour sh et ch.

De méme a partir du D.L. fondamental que ’on a déterminé en 3.2.3, pour tout o € R :

(1 e :L,)Ot =1 + ax + a(cél_l)xQ e a(o‘_]é)'(a_2)$3 deoaode a(a_ )( n) (a n+1) n + 0( )

on obtient en prenant a = —1, puis en changeant z en —z, en z2 et en —a? :

H%:1—x—i—wz—x?’—i—---—i—(—l)”x"—i—o(x”)

1
1—x

=1+z+2?+a3+- 42" +o(a")

=l —a? 4+ at —ab 4 (1) 4 o(a® )

=142 +at+ a2+ 42 + o(a? )

11—z

On en déduit par primitivation (voir ci-dessous la troisitme proposition de 3.3.3) :

In(l1+z)=2— 122+ 323 — 22"+ + (=1)"FLa" 4 o(z)

1.3, 1.5 1.7, . (_q1yn_1 20+l 2042
arctans =z — 52° + 52° — 22’ + -+ (1) g + o(x?"t2)

argthe =2 + $a3 + $25 + 127+ 4 Tlﬂx%ﬂ + (202

3. Pour les fonctions hyperboliques, on écrit simplement : chx = %(e” +e %) et sha = %(ez —e™%). Le cas

des fonctions trigonométriques nécessite de passer aux nombres complexes pour utiliser la formule d’Euler.
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3.3.3 Meéthodes de calculs de développements limités

On rappelle ci-dessous quelques unes des régles de calcul les plus élémentaires sur les D.L., déja
vues en premiere année. Les preuves (qui reposent simplement sur la définition d’un D.L.) sont
laissées en exercices; certaines pourront étre détaillées en travaux dirigés.

Proposition (somme et produit). Si f et g admettent toutes les deux un D.L. & l'ordre n en 0,
alors :

(i) la fonction f + g admet un D.L. & 'ordre n au voisinage de 0 dont la partie réguliere est
la somme des parties régulieres des D.L. de f et g.

(ii) la fonction fg admet un D.L. & 'ordre n au voisinage de 0 dont la partie réguliere est
formée des termes de degré < n dans le produit des parties régulieres des D.L. de f et g.

Ezemple. Calculons un D.L. & 'ordre 5 au voisinage de 0 de f(x) =sinz(chz — h%x)
On a d’abord : chx — 47 = (14 g2 + gz ) (1—z+2?—23+2" —2°) + o(a®)

=z —12? + 2% — Bat 4+ 25 4 o(ah).
Puis : f(z) = (z — %1‘3 + ﬁlox‘r’ +0(29))(z — 322 + 23 — 22* + 2° + 0(2%))
=a? — 3+ (—t + Dt + (=2 + 55)2° + o(2P) = 2% — Ja3 4 22t — 125 + o(aP).
Proposition (composition). Si f et g admettent toutes les deux un D.L. a l'ordre n en 0, et si
f(0) =0, alors la fonction g o f composée de g par f admet un D.L. a 'ordre n au voisinage de
0, dont la partie réguliere s’obtient en substituant la partie réguliere du D.L. de f dans la partie
réguliere du D.L. de g, et en ne conservant que les termes de degré < n.

Ezemple. Calculons un D.L. & I'ordre 4 au voisinage de 0 de h(x) = e5n?.

Onah—gofon f(z) =sinz =z — %91:3 + 0(1234) vérliﬁe bien f(0) =0,
g(x) =e" =14z + 50% + 32° + 572* + o(2?).
donc:h(x):1+(x—%az?;)—|—21(m2— é:f’) 1( 6x5)3 %4( — La3) —11—0( ) \
:1+($—6$)+§(3f +3*CU)+( — 225 )+ (@t 4 ) +o(x?)
=1+4xz+i2?— 12t +o(x )

Proposition (primitivation). Si f est continue sur un intervalle I contenant 0 et admet un D.L.
a l'ordre n en 0, alors toute primitive F' de f sur I admet un D.L. a ’ordre n + 1 en 0, dont la
partie réguliere s’obtient (a4 une constante pres) en intégrant terme & terme la partie réguliere
du D.L. de f.

Ezemple. Calculons un D.L. & 'ordre 7 au voisinage de 0 de F'(x) = arcsinz.

On a F'(z) = f(z) = \/11_7 = (1 —22)~'/2. On obtient un D.L. de f avec la formule donnant
un D.L. de (14 z)® en prenant o = —% et en remplacant = par —z2. On obtient :

f@) =14 (=3)(—2?) + 2(—2H)? + (=) (—2?)> + 0(2%) = 1 + 2% + 32t + 220 + o(F).

On intégre terme a terme pour conclure : Fi(z) = z + g2° + 2% + 2527 4 o(27) + K, avec K
constante réelle. Mais comme on sait que arcsinO =0, on a forcément K = 0. On conclut donc
finalement : arcsinz = z 4+ 223 + 22° + 2527 + o(a7).
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» Remarque a propos des inverses et des quotients de D.L. Il existe des méthodes systématiques
pour calculer un D.L en 0 d’'un quotient L lorsqu’on connait un D.L. de f et de g en 0 (en
supposant de plus bien str que g(0) # 0), mais elles sont hors programme de ce cours (division

suivant les puissances croissantes). Dans certaines situations particulieres, il est possible de
raisonner en composant avec un D.L. de 14%95 ou ﬁ

X
sina *

Ezemple. Calculons un D.L. a l'ordre 4 au voisinage de 0 de f(z) =
Ona: sinz =z — a3 + 352° 4 o(2®). Posons : u = L(sinz — 2) = —f2% + 527 + o(z?).
Il est clair que u tend vers 0 quand z tend vers 0. De plus, par définition de u, on a :

_ _ _ 1
f(.%') - siﬁx - muﬂx - 14w
Or m = 1—u+u?+o(u?), et on peut substituer (en appliquant la proposition de composition
ci-dessus) :  f(z) =1— (—%2? + 120334) +( 122 + 120x H2 +o(z?)
=1+ g2° + (— 35 + 35)" +0( ) =1+ 5% + gigat +o(a?).

» Remarque sur le D.L. des fonctions tangente et tangente hyperbolique. Sans avoir de forme
simple pour un D.L. a 'ordre n quelconque, indiquons ici simplement pour mémoire que ’on a
en 0 et a ’ordre 8 :

tanz = 2 + $23 + Zad + LLa” + o(a®) the =z — 2% + 22° — 3527 + o(2®)

3.3.4 Exemples d’applications de développements limités

Un D.L. donne une approximation d’une fonction par un polynome, ce qui est précieux dans
bien des situations : calculs de limites, étude locale d’une courbe, étude des branches infinies,
position d’une courbe par rapport a ses asymptotes,... Sans entrer dans les détails, donnons
quelques exemples de calculs de limite ou les D.L. permettent de “lever une indétermination”.

» Exemple. Calculons :llg%) 1;“‘;735;

A priori, on a une forme indéterminée car le numérateur et le dénominateur tendent tous les
deux vers 0. Mais au voisinage de 0, on a cosz = 1 — $2? 4+ 2%(z) et tanz = x + 32° + 2'¢'(2).

1—cose 322 +a%(z) 3 +ae(z)

Donc : = =
tan? z 2?2+ a3 (x) 1+ xe(z)’
et comme lim £(z) = lim &'(z) = 0, on conclut que lim lt_‘:% =1
z—0 z—0 z—0Q tan T

» Ezemple. Calculons lim [z —2?In(1 + 1)].

T—r+00
A priori, on a une forme indéterminée car chacun des deux termes de la différence tend vers
+o00. Mais au voisinage de +oo, on a :
_ 1 1
In(1+)y=1--L 4+ 14 Le(l) avec xll)l}_l@&(x) =0,

1

car In(1 + u) = u — 1u? + $u3 + ude(u) pour u = 1 au voisinage de 0. Donc :

PIn(l+=a—-1+L+21eL) avec lim e(i)=0,
1

T—+00
U P s : 2 1 _ : 1 1 1 _ 1
d,Ou 1OI1 tire que xET@o |:$ — X 111(1 + g)] = IEIEOO |:§ 37 55(5)] =3-



Chapitre 4

Intégrales impropres

4.1 Notion d’intégrale convergente

On a défini et étudié au chapitre 2 la notion d’intégrale d’une fonction f : [a,b] — R continue,
ou plus généralement continue par morceaux, sur un segment, c’est-a-dire un intervalle fermé
borné [a,b] avec a,b € R, a < b. On cherche maintenant dans ce chapitre 4 a étendre cette
notion aux cas ou f est définie sur un intervalle ouvert, ou semi-ouvert, ou infini. On parle alors
d’intégrale impropre, ou d’intégrale généralisée.

Définition. Soit I un intervalle quelconque de R. Une fonction f : I — R est dite continue par
morceauz sur I lorsqu’elle est continue par morceaux, au sens de 2.4.1, sur tout segment [a, b]
inclus dans I.

4.1.1 Cas d’un intervalle borné semi-ouvert

On considere une fonction f : [a,b] — R continue par morceaux, avec a,b € R, a < b; f n’est
pas définie en b.

Si f admet une limite finie & gauche en b, notée ¢ = lim,_,;— f(t) € R, alors on peut prolonger f
par continuité en b en posant f(b) = £. Ce prolongement est une fonction continue par morceaux
sur [a, b], pour laquelle I'intégrale est bien définie. Dans ce cas, il n’y a pas de probleme.

La vraie question se pose lorsque lim;_,;- f(t) = 00 ou n’existe pas. Dans ce cas, le principe
est de prendre a < x < b, de sorte que f est continue par morceaux sur [a, z|, de considérer alors
ff f(t) dt, puis de faire tendre z vers b a gauche. Ceci conduit a la définition suivante :

Définition. Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux sur [a, b[.

b i
e On dit que I'intégrale / f(t) dt converge lorsque linlt)l / f(t) dt existe dans R ; on pose alors :
=07 Jq

a

/ " fydi= m [ f)de

z—=b~ Jq
b
e Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.
a
» Remarque. On a une notion analogue pour f : ]a,b] — R lorsque f n’admet pas de limite finie

a droite en a; on prend a < x < b, on considere f; f(t) dt, puis on fait tendre x vers a a droite.
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1
V1I—12

On a 111}1 f(t) = 4o0. Pour tout = € [0, 1], on calcule :
t—1-

» Ezemple 1. Soit f : [0,1] — R définie par f(t) =

/0 f(t) dt = [arcsin t]g = arcsin .

Comme lim arcsinx = 7, on conclut que :

z—1

™

0 \/1—t2_2'

converge,

/ dt
0o V1—1t2

1

» Ezemple 2. Soit f :[0,1] — R définie par f(t) = T3

On a lil’{l f(t) = +o0. Pour z € [0,1], on calcule :
t—1-

/fB f(t)dt = —[In(1 - t)]g =—In(1—=z).

Comme lim In(1 —x) = —o0, on conclut que :

z—1—
/ — dlverge

4.1.2 Cas d’un intervalle non borné

On considére une fonction f : [a,+oo[ — R continue par morceaux, avec a € R. L’intervalle
sur lequel on veut intégrer n’est donc pas borné. Dans ce cas, le principe est de prendre = > a,
de sorte que f est continue par morceaux sur [a,x], de considérer alors ff f(t)dt, puis de faire
tendre x vers +o00. Ceci conduit a la définition suivante.

Définition. Soit f : [a, +0oo] — R une fonction continue par morceaux sur [a, 00|

+oo e
e On dit que l'intégrale f(t) dt converge lorsque liril / f(t)dt existe dans R; on pose
T—>+00

a

alors :
. Crwa= i / f)
“+o0o
e Dans le cas contraire, on dit que f(t)dt diverge.

» Attention a une erreur fréquente et grave : la condition lim f(¢) = 0 n’est pas suffisante !

t—+o00
+oo
pour assurer la convergence de I'intégrale f(t) dt; voir I'exemple 1 ci-dessous.
a
» Remarque. On a bien str une notion analogue pour un intervalle du type f : ]—o00,b] — R;

on prend z < b, on considere / f(t) dt, puis on fait tendre = vers —oo

1. Elle n’est pas non plus nécessaire (on verra plus loin que f1+°°cos(t2)dt converge bien que f(t) = cos(t?)
n’admette pas de limite pour ¢ — +00). En revanche on peut montrer que si f(¢) admet une limite finie £ pour
t — +00, et si on sait que f;oof(t) dt est convergente, alors nécessairement ¢ = 0.
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» EXEMPLE 1. Soit f : [1, +oo[ — R définie par f(t) = -

Pour tout z € | , on calcule :

/f t)dt = [Int]] = Inz.

Comme lim Inxz = +00, on conclut que :

r—-+00
+o00o dt
/ — diverge.
1 t

1
» EXEMPLE 2. Soit f : [1, +o00[ — R définie par f(t) = 2

Pour tout z € | , on calcule :

/f t)dt = —f] —1—1

Comme lim 1— = =1, on conclut que :
T—>+00 z

oo qt oo dt
— converge, et — = 1.
/1 2 8 /1 2

» EXEMPLE 3. Soit f : [1, 400 — R définie par f(t) = cost.

Pour tout z € [1, 400, on calcule :
x
/1 f(t)dt = [sint]f =sinz — sin 1.

Comme la fonction sinus n’admet pas de limite en +oo, on

conclut que : +o0
/ cost dt diverge.
1

4.1.3 Cas général

Lorsqu’il y a un probleme potentiel aux deux bornes de l'intégrale, le principe consiste a
décomposer I'intégrale en une somme de deux intégrales (par la relation de Chasles) et a étudier
séparément chacun des deux morceaux. Plus précisément, on a la définition suivante :

Définition. Soit f : ]Ja,b[ — R une fonction continue par morceaux sur |a,b[, avec a € R ou
a = —00, etbeRoub——i-oo

e On dit que l'intégrale / f(t)dt converge lorsque les intégrales / f(t)dt et / f(t)

convergent toutes les deux, pour ¢ un réel arbitraire tel que a < ¢ < b; dans ce cas, on pose :

/af(t)zit—/a f(t)dt+/c f(t)dt.

e Dans le cas contraire, on dit que / f(t) dt diverge.
a
35



» Remarque importante. Notons qu’il est équivalent de dire qu’il existe a < ¢ < b tel que les deux
intégrales fac f(t)dt et fcb f(t) dt convergent, ou de dire qu’elles convergent pour tout a < ¢ < b,

De plus, dans ce cas, il résulte de la relation de Chasles que la valeur de f: f(t) dt ne dépend
pas du c¢ choisi.
e 1
» Ezemple 1. Soit f:]—1,1[ — R définie par f(t) = Niprh
On a lim;_,;- f(t) = lim;_, ¢+ f(t) = +00. On a donc un probléme en —1 et un
probleme en 1. On étudie séparément fol \/% et ff’l \/%. Notons qu’on a coupé
en 0, mais qu’on aurait pu choisir n’importe quel autre réel —1 < ¢ < 1.

On a vu plus haut que fol \/diti converge et vaut 5. On montre de méme 2 que :

0 dt T . 0 . . . o
I s = l}lmﬁf T - xl}n_nﬁ [arcsmt]x —m_lim1 (—arcsinz) = 7.
Conclusion : fil m converge et vaut ffl \/ﬁ + fo 42 =I+I=m.
1
» Ezemple 2. Soit f :]0, +oo[ — R définie par f(t) = a2

On a un probléme en +oo (intervalle non borné), et un probleme en 0 puisque
lier tlg = +00. On étudie donc séparément fol f—% et f oo dt . Notons qu’on a coupé
t—0

en 1, mais qu’on aurait pu choisir n’importe quel autre reel c> 0.

On a vu plus haut que fl tQ converge et vaut 1. On considere par ailleurs :

. TLat 1. 111 . 1 dt
hm+f & _xlfél+ -1, —xlg(r)l+(5 1) = +o0o , donc fo ¢ diverge.
Ainsi fo tt diverge et fl tQ converge : on conclut que f0+°° f—; diverge.

» Attention a une erreur fréquente et grave :

x —+00

il ne suffit pas que lim f(t) dt existe dans R pour que 'intégrale f(t) dt converge.

T—>+00 —x — o0

En effet, dire que l’intégrale f +°o f(t)dt converge signifie que les deux intégrales

f 0 f(t)dt et f t) dt convergent, c’est-a-dire qu’a la fois hm f f(t) dt existe
dans R et hm fo t) dt existe dans R, ce que n’implique pas 1 ex1stence de la seule

limite xEIJPoo f_m f(t)
+oo . . x o . 0 _
Par exemple [~ ™ tdt diverge car zgrfoo Jo tdt =400 et ygriaoo fy tdt =

Et pourtant lil}rl ffr tdt = lim [%]im =0 par parité de 22.
Tr—r+00

r—r—+00

» Remarque sur la linéarité. Si f et g sont deux fonctions continues par morceaux sur [a, b ou
la, b] telles que les intégrales fab f(t)dt et f g(t) dt convergent, alors :

pour tous \, i € R, f:()\f + 1g)(t) dt converge et vaut A fa f(t)dt + uffg(t) dt

ceci par application immédiate de la proposition 2.2.1 et de la linéarité du passage a la limite.

2. On peut aussi le déduire directement par parité.
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RESUME PRATIQUE SUR LE CALCUL DES INTEGRALES IMPROPRES

e Avant tout, bien repérer la ou les bornes de l'intervalle ot il y a un probleme.

Décomposer éventuellement en une somme d’intégrales avec probleme a la
borne de droite (ie.du type fabf(t) dt avec b = 400, ou b € R tel que f n’a
pas de limite finie en b a gauche) et d’intégrales avec probleme a la borne de

gauche (ie.du type fff(t) dt avec a = —oo, ou a € R tel que f n’a pas de
limite finie en a a droite).

e Pour le premier type, introduire I(z) = f; f(t)dt pour un réel x tel que
a < x < b, qui est une intégrale classique (au sens du chapitre 2).

Chercher & calculer I(x) par les méthodes usuelles (calcul de primitives, chan-
gement de variables, intégration par parties...)

Puis, dans le résultat (qui dépend de x) faire tendre x vers b a gauche : si
lim,_,;,~ I(z) existe dans R, I'intégrale fab f(t) dt converge et vaut la valeur de
cette limite ; sinon l'intégrale ff f(t) dt diverge.

e Procéder de méme pour le second type, et synthétiser éventuellement les
résultats obtenus aux deux bornes en utilisant la définition 4.1.3.

4.1.4 Un exemple fondamental : intégrale de type Riemann

Proposition. Fixons un réel .. Pour tout réel ¢ > 0, on a :

+oo
(i) lintégrale / 7o comverge si et seulement si a > 1;
(&
B T “dt . .
(ii) lintégrale / 7o converge si et seulement si o < 1.
0

Démonstration. Comme la fonction x — x% est continue sur |0, +-o00[, le choix de ¢ est arbitraire.
On peut donc choisir ¢ = 1.

Pour le point (i), introduisons # > 1 et calculons I(z) = [/ % = [t7*dt. Si o = 1, on
al(x) = [lnt]glC = Inz, qui tend vers oo lorsque z tend vers +oo. Si @ # 1, on a I(x) =

[tll__:]”f = - (2!7* —1). Quand z tend vers +oo, cette expression tend vers 400 si 1 —a > 0,

et vers ﬁ si1l— a < 0. Ce qui prouve le résultat voulu.

Pour le point (ii), introduisons 0 < x < 1 et calculons J(z) = fl at — le t~dt. Si a = 1,

xT

on a J(x) = [ln t]i = —Inz, qui tend vers +oo lorsque x tend vers 0 a droite. Si @ # 1, on
a J(x) = [tf:;]i = —L-(2'7® — 1). Quand z tend vers 0, cette expression tend vers +oo si
1—a <0, et vers ﬁ si 1 —a > 0. Ce qui prouve le résultat voulu. ]
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4.2 Conditions suffisantes de convergence

Il est tres rare dans les faits que 1'on sache calculer explicitement une intégrale généralisée. Le
plus souvent, on est déja bien content quand on sait déterminer sa nature, c’est-a-dire démontrer
qu’elle est convergente ou divergente. On dispose pour cela de divers criteres. On présente ci-
dessous les plus usuels. Les deux premiers portent sur les fonctions positives (attention! ils
peuvent étre faux sinon). On les énonce pour des intégrales généralisées avec probleme de conver-
gence a la borne de droite; il y a bien stir des énoncés analogues pour des intégrales généralisées
avec probleme de convergence a la borne de gauche.

4.2.1 Regle de majoration pour les fonctions positives

Proposition. Soient f et g deux applications [a,b[ — R continues par morceaux sur [a, b[, ol a
est un réel, et b est soit un réel supérieur a a, soit +oo. On suppose que :

pour t assez grand, on a 0 < f(t) < g(t).

b b
Si l'intégrale / g(t) dt converge, alors 'intégrale / f(t) dt converge.
a a

Remarques.

e Il en résulte bien sur que, si 'intégrale f; f(t) dt diverge, alors I'intégrale f g(t) dt diverge.

e Rappelons que 'expression “pour ¢ assez grand, on a 0 < f(t) < g(t)” signifie qu’il existe

un réel ¢ € [a, b] tel que, pour tout t € [c,b], on a 0 < f(t) < g(t).
Démonstration. Par hypothese, il existe c € la,b] tel que 0 < f(t ) g(t) pour tout t € [c,b].
Pour tout = € [c,b[, posons F(z) = [Ff(t)dt et G(z) = ['g(t)dt. D’apres 2.3.1, on a :
0 < F(z) < G(x) pour tout x € [c b[ Puisque F’ = f et G =g sont positives sur [c b, les
fonctions F' et G sont croissantes sur [c, b[. Comme l'intégrale f g(t) dt est supposée convergente,
il en est de méme de l'intégrale f g(t) dt, et la fonction croissante G est majorée sur [c,b| par

le réel M = f g(t)dt = lim,_,,- G(z ) Donc la fonction F' est majorée par M sur [c,b[. Etant
de plus croissante, F admet donc une limite pour x tendant vers b a gauche. Ceci signifie que

Pintégrale fcb f(t) dt converge, d’ou le résultat. O
Ezemples.
> [ = f+oo ~* dt. Posons f(t) = et et g(t) = e~t, qui vérifient 0 < f(¢ ) g(t) pour t > 1.
L’intégrale fl e~! dt converge, car hm fl “tdt = lim [—e_t]l =. Donc l’intégrale
T—r—+00 T—r—+00

f0+°° e~ dt converge aussi, et I converge d’apres la proposition ci-dessus.

» [ = [ sintlntdt. Posons f(t) = —sintlnt et g(t) = —Int, d'o 0 < f(t) < g(t) pour
t €10,1]. L'intégrale [ Intdt est te, car lim [‘Intdt = lim [tInt—t]" = —1.
10,1]. L’intégrale [; Int dt est convergente, car lim [, In IE&[ n 1.

Donc l'intégrale fol(— Int) dt converge, et I converge aussi d’apres la proposition ci-dessus.

oo Pour t assez grand, on a 0 < Int < /%, d’ott —= 1 Oronavuen

> 1= v (nt)vi = ¢
4.1.2 que l'intégrale f2 % diverge. Donc I diverge aussi d’apres la proposition ci-dessus.
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Corollaire (régle de comparaison avec une intégrale de Riemann).

Soit f : [a,+oo[ = R positive et continue par morceaux sur [a,+oo[, avec a € RY.

+oo
(i) S’il existe a > 1 tel que . liin t*f(t) =0, alors I'intégrale f(t) dt converge.
— 400
a +oo
(i1) S’il existe o < 1 tel que . 1i£Ln t*f(t) = 400, alors 'intégrale f(t) dt diverge.
— 400

a
Démonstration. Si lim t*f(t) =0, on a pour t assez grand f(t) < t%; comme « > 1, on sait

d’apres le point (i) de la proposition 4.1.4 que f oo L gt converge, ce qui prouve (i) grace a la
proposition ci-dessus. Le point (ii) se montre de meme. ]

4.2.2 Regle d’équivalence pour les fonctions positives

Proposition. Soient f et g deux applications [a,b] — R continues par morceaux, ou a est un
réel, et b est soit un réel strictement supérieur a a, soit +co. On suppose que :

[ pour t assez grand, f(t) >0 et g(t) >0 ] et [ f est équivalente & g au voisinage de b].
b b
Alors les intégrales / f(t)dt et / g(t) dt sont de méme nature.
a a

Démonstration. L’ hypothese f ~j g implique qu’il existe un réel ¢ € [a, b] tel que, pour tout
te [c,b[, ona f(t) = (1+e(t))g(t) avec lir% £(t) = 0. Donc, pour t assez grand dans [c, b[, on a
t—

le(t)| < 3, ou encore —3 < g(t) < 3, d’ott 3g(t) < f(t) < 3g(t).
Si 'on suppose que f f(t)dt converge la premiere inégalité % g(t) < f(t) implique d’apres la
proposition 4.2.1 que 'intégrale f g(t) dt converge. Si I'on suppose que f g(t) dt converge, la

seconde inégalité f(t) < 3g(t) 1mphque de méme que l'intégrale f f(t) dt converge.

En résumé, les deux intégrales f; f(t)dt et f g(t) dt sont, soit toutes les deux convergentes, soit
toutes les deux divergentes, ce qui est le résultat Voulu. ]

‘nie
t/t(1—1t)
La fonction f définie par f(t) = %

chaque borne. On décompose I = I + I avec I1 = 01/2 f(t)dt et Iy = f1/2

» Exemple. [ = /
0

est continue sur |0, 1[. Il y a un probleme a

1

En 0 a droite : In(1 +¢) ~ ¢ et t\/t(1 —1t) ~ t2, donc f(t) ~ t72. Comme il
s’agit de fonctions positives, I; est de méme nature que J; = f /2= dt c’est-a-dire
convergente en appliquant le cas (ii) de la proposition 4.1.4 avec a = 2 < 1.

En 1 a gauche : f(t) ~ 2 Comme il s’agit de fonctions positives, I est de méme

\/T
nature que Jy = fl i donc convergente car Jo = lim [ 2m 12 =

r—1—

Finalement I converge car I; et I convergent.
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4.2.3 Deux exemples classiques : intégrales de Bertrand et fonction I

INTEGRALES DE BERTRAND

On fixe un réel ¢ > 1 quelconque. Pour tous réels a, 3,7 :

+o0 1
(i) / o nt)P dt converge si et seulement si (o > 1) ou (e =1et > 1);
n
C

1/c 1
(ii) /0 ETNRnE du converge si et seulement si (y < 1) ou (y=1et g >1).

Démonstration. 11 suffit de montrer (i) car (ii) s’en déduit par le changement de variables u = 1

&
avec v = 2 — a.. Posons donc f(t) = pour tout ¢ € [¢,+oo], et I = fc+°° ft)dt.

to‘(lnt)B
Si > 1, en notant o/ = 3(a+1) >1ona t f(t) = t=*/2(Int)~# qui tend vers 0 quand ¢
tend vers +o00, ce qui, d’apres le cas (i) du corollaire 4.2.1, prouve que I converge.
Sia<1,onatf(t)=t"*Int)"" qui tend vers +0o quand t tend vers +o0, ce qui, d’apres le
cas (ii) du corollaire 4.2.1, prouve que I diverge.

Si a = 1, on fait le changement de variable v = Int, de sorte que pour tout > ¢, on a
[T ) dt = I - du. Donc I converge si et seulement si | 20 L du, converge. D’aprés le cas

(7 c U

Inc

i) de 4.1.4, ceci équivaut a 5 > 1. O
(i)

FONCTION EULERIENNE I

+o0
(i) Pour tout réel x > 0, l'intégrale I'(z) = / e 't*L dt est convergente.
0

(ii) Pour tout réel x > 0, on a I'(z + 1) = = x I'(z).

(iii) Pour tout entier n > 0, on a I'(n) = (n — 1)\

Démonstration. Pour montrer (i), on fixe z > 0. Notons pour simplifier f(¢) = e /%! de
sorte que I'(z) = 0+°Of(t) dt. 11 y a un probléme en +oco, et un autre en 0 car z — 1 peut
étre strictement negatif et tm 1 tend alors vers l'infini pour ¢ tendant vers 0. On étudie donc

séparément fo t)dt et f t)dt.

Etude du probléme en 0 : f(t ) est positive pour tout ¢ € ]0,1] et f(t) est équivalent & t*~!
au voisinage de 0. Or fol t*ldt = 01 tld—_tz est convergente par application du point (ii) de la
proposition 4.1.4 pulsque 1 — 2z < 1 par hypothese. On applique donc la proposition 4.2.2 pour

conclure que fo t) dt converge.

Ftude du probléme en +oo : on sait que lim e “*T! = 0, c’est-a-dire thgl t2f(t) = 0. On

t—+o00
applique donc le point (i) du corollaire de 4.2.1 pour conclure que fl f(t) dt converge.
Bilan : les deux intégrales fo t)dtet f t) dt sont convergentes donc, d’apres 4.1.3, 'intégrale
[(z) = [ e " ' dt est convergente.
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Pour montrer (ii), on fixe toujours = > 0 et on introduit pour tout réel y > 0 lintégrale
Jylx +1) = foy e~ 't¥ dt. Sur cette intégrale ordinaire, on fait une intégration par parties en
posant u'(t) = e~!, u(t) = —e~t, v(t) = t%, v'(t) = 2t*L. Donc :
Jy(z+1) = [J/ (t)o(t) dt = [u(t)o(t)]g — [ ult)'(t) dt
= [—e "))+ a [§ et dt = wJy(x) — e Yym L
Puis on passe a la limite pour y — 400 dans cette égalité; il vient I'(z + 1) = zI'(x) — 0, ce qui
prouve (ii). Pour montrer (iii), on utilise le point (ii) pour déduire que I'(n) = (n — 1)I'(n — 1),
d’ou par récurrence I'(n) = (n — 1) x (n —2) x (n —3) x ---3 x 2 x 1 x I'(1). On calcule enfin
ra) = f0+°° e tdt = [—e_t] Sroo =1, ce qui acheéve la preuve. O

4.2.4 Convergence absolue

Définition. Soit f une application [a,b][ — R continue par morceaux, ol a est un réel, et b est
soit un réel strictement supérieur a a, soit +oo. On dit que l'intégrale f; f(t) dt est absolument

convergente lorsque 'intégrale ff |f(t)| dt est convergente.

» Remarques. Cette définition est justifiée par le fait que la continuité par morceaux de f sur
[a, b implique que la fonction |f| : [a,b] — R™ est aussi continue par morceaux sur [a, b|.
Comme dans le cas des propositions précédentes, on a choisi de formuler cette définition sur un
intervalle du type [a, b, mais on a bien sur la méme définition dans le cas d’un intervalle ]a, b],
avec b réel et a réel < b ou —oo.

+00 oj

sint
» Ezemple. Pour tout a > 1, 'intégrale / o dt est absolument convergente.
1

En effet, notons f(t) = 52t Pour tout ¢ > 1, on a |sint| < 1, donc [f(¢)] < /.

Comme l'intégrale f1+°° t% dt converge d’apres 4.1.4, on déduit de 4.2.1 que I'intégrale
1+°o |f(t)| dt converge. Ceci signifie par définition que l'intégrale 1+°° f(t)dt est
absolument convergente.

Un intérét de la notion d’intégrale absolument convergente est qu’elle fournit une condition
suffisante de convergence de 'intégrale, en se ramenant au cas d’une fonction réelle positive,
pour laquelle on peut appliquer les criteres 4.2.1 et 4.2.2. C’est ce que montre le théoreme

suivant.

Théoréme. Soit f une application [a,b] — R continue par morceaux, ou a est un réel, et
b est soit un réel strictement supérieur a a, soit +oo. Si l'intégrale ff f(t)dt est absolument
convergente, alors elle est convergente, et 'on a :

[ rwal< [,

Démonstration. Considérons sur [a, b| les deux fonctions f+ et f~ définies par fT(¢) = max(f(t),0)
et f7(t) = max(—f(t),0). On peut vérifier aisément qu’elles sont continues par morceaux sur
[a, b]. De plus par définition, elles sont positives et vérifient :
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fO =10 —f~@) et [fOI=FT0)+ 1)
On en déduit en particulier que :
0< fHE) <|f@)] et 0<f= () <I|f@)]
On suppose que l'intégrale f; f(t) dt est absolument convergente, donc que ff | f(t)| dt est conver-

gente. Il résulte alors des majorations ci-dessus, en utilisant 4.2.1, que les intégrales f b fr)de
et f f~(t) dt convergent. Cela signifie que hm f Fr(t)dt et hm f f~(t) dt existent dans R.

Or pour tout z € [a, b[, on a par linéarité fa f = [T fr@)dt— [T f~(t)dt, et donc :

lim [ f(t) dt existe dans R, et vaut fab fH() dt — fa f(t)de

z—b

On conclut que l'intégrale f; f(t) dt est convergente.

De plus, en notant I = ffer(t dt >0, I- = f fT(t)dt>0 et I=I"—I",ona:
b _ _

[ @ dt| = 11| = |1F = 17| < TH 417 = [7|f(0)] dt,

ce qui acheve la preuve. ]

» Remarque importante. Lorsque I'intégrale f; |f(t)| dt diverge, le théoréme ne permet pas de

. . b . . o g
conclure quoi que ce soit sur la convergence de fa f(t)dt, qui peut soit converger soit diverger.
En d’autres termes, le théoreme affirme que la convergence absolue entraine la convergence, mais
la réciproque est fausse. Explicitement :

si ff |f(t)| dt converge, alors f; f(t) dt converge,
mais on peut avoir f; f(t)dt qui converge bien que f; |f(t)| dt diverge.

On utilise parfois le terme d’intégrale semi-convergente pour désigner une intégrale impropre qui
est convergente mais qui n’est pas absolument convergente, comme I’exemple classique suivant.

INTEGRALE DE DIRICHLET

e T gint
L’intégrale —— dt est convergente mais non absolument convergente.
0

Démonstration. On décompose l'intégrale en I+.J avec I = fol Sl?t dtet J = f1+°° sint g+ Comme

hm+ %ﬂt =1, on fait un prolongement par continuité en 0 et I est une intégrale ordlnalre
t—0
Pour J, on pose J, = flx Sltﬁ dt pour tout x > 1. On intégre par parties en posant u = — cost

et v = % pour obtenir :

Io = [ 7 gt

&St] = cos 1 existe dans R. D’autre part, il est clair que |°°5t\ < tQ, d’ou

D’une part lim [—
T—+00
I'on déduit avec 4.1.4 et 4.2.1 que U'intégrale f oo COSt dt est absolument convergente, et donc
convergente d’apres le théoreme ci-dessus. En resume J, admet une limite finie dans R pour =
tendant vers +oo, et donc J converge. L’intégrale de Dirichlet I + J est donc convergente.
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Pour montrer que I'intégrale n’est pas absolument convergente, posons G(z fo |Smt| dt pour
tout « > 1. Pour tout k € N* et tout ¢ € [(k — 1)m, k7], on a ‘Sm” > ‘S,Srt', d’ou d’apres 2.3.1:

k t . : 1 2
f(kﬂ—1) |Sltn Lat > = f(k 1) \smt\dt:ﬁfowsmtdt:k—[—cost]ozﬁ.

. . n
On déduit par la relation de Chasles que : G(nw) = [/ @ dt = Z fk 1 |Slft| dt> 25 1.

Posons S, = Y p_; % On peut vérifier que la suite de réels posmfs (Sp)n>1 diverge vers +oo
(on le fera au chapitre 5). Donc lim,_, 4+ G(nm) = +00. Comme la fonction G est continue sur
[1,+00], il en résulte que G ( ) ne peut pas admettre de limite finie pour x tendant vers +oo, ce
oo |sin t\ oo |sin t\

dt diverge. O

qui signifie que 'intégrale [, dt diverge, et donc l'intégrale [,

RESUME PRATIQUE SUR LA NATURE DES INTEGRALES IMPROPRES
e Avant tout, bien repérer la ou les bornes de l'intervalle ou il y a un probléeme,
puis bien identifier la question : s’agit-il de calculer 'intégrale impropre, ou
uniquement de déterminer sa nature (convergente ou divergente) ?

e Pour calculer I'intégrale, se reporter au résumé pratique précédent p. 37.

e Pour déterminer la nature de I'intégrale impropre si la fonction est positive
au voisinage de la borne étudiée, chercher a se ramener par majoration ou par
équivalence a une intégrale impropre “classique” dont on connait la nature.

e Si la fonction n’est pas de signe constant au voisinage de la borne étudiée,
regarder éventuellement si l'intégrale est absolument convergente.

4.2.5 Exemples de synthese

+oo
» L’intégrale / cos(t?) dt converge, bien que tlifrn cos(t?) n’existe pas
1 —+00

Démonstration. Pour tout = > 1, notons J, = flx cos(t?) dt. On fait le changement de variables
2
u =12, dotl du = 2tdt et donc dt = 2& (car u > 0 et t > 0). On obtient .J, = o

24 NG
Pour tout y > 1, posons I, = 1y C\O/Sa“ du. Une intégration par parties donne I, = [S%‘K +
% 1y Z‘?/Z du. Le premier terme est sans probleme : hm (Si?y Sinfl) —sinl.
La limite du second se ramene a ’étude de la convergence de I'intégrale ffroo 5‘;1/; du.
Or on a la majoration : fg‘/é‘ < 3/2, d’oti en appliquant 4.1.4 et 4.2.1, I'intégrale | oo Si?f‘/g du

converge. En d’autres termes, I'intégrale f1+°° Z‘Lﬁ‘/’; du est absolument convergente, et donc conver-

21?/1; du tend vers une limite finie (notons-la L) dans R

gente d’apres 4.2.4. Ceci signifie que fly
lorsque y tend vers +oo.

On en déduit que lim I, =L~—sinl, donc lim J, = % lim I, existe dans R, ce qui signifie
—+00 T—>+00 Y—r—+00

que fl cos( t2)dt converge. O
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2w?

m (aVeC o > 0 réel ﬁXé)

“+oo
» L’intégrale J = / e~ sin? wt dt converge, et vaut
0

Démonstration.

v Si l on veut juste montrer la convergence, on part de la majoration : 0 < e~ sin? wt < ™,

—at] T —ar
Or 0 e~ dt converge, car [ e dt = [e } = 1=¢™ tend vers une limite finie + quand
— 0 (0% (0%

x — +00. Donc par application de 4.2.1, on conclut que J converge.

v' Si 'on veut calculer la valeur de J, on introduit pour tout réel x > 0 lintégrale J.
Jy e sin? wt dt. On rappelle que sin® wt = 3(1 — cos 2wt), de sorte que par lindarité :

=1 [Temat(] — 1 [eet]® _ 1 (7 —at 1 e 1
Jo =13 J5 e (1 — cos2wt) dt = § { — }0 5 Jo e cos2wtdt = 55 — 45— — 5Ky,
avec K, = [ e~ cos 2wt dt. Une premiére intégration par parties donne :
_ [~—at sm 2wt —at sin 2wt _ e “Tgin2wx o
Ky =[e } + Jy ae 2 dt = 2w + 90 Has
avec H, = [ e *sin 2wt dt. Une seconde intégration par parties donne :
_ [_a—at COSth —at cos 2wt _ 1 eT*®cos2wx o
Hy = [—e ] — Jy ae 2 A= 3, 2w 2w e

Notons :
K = lim Kz—f+°° e ®cos2uwtdt et H = lim Hm—eroo e~ Ysin 2wt dt,

T—-+00 T—-+00

qui convergent par majoration (méme raisonnement que pour .J ci dessus). En passant a la limite

dans les différentes égalités établies ci-dessus, on obtlent H = % — oK = i — %%H d’ou
1 1 2
H= m, puis K = a2+4w2, et finalement J = 55 — 5K = (a — a2f4w2) = a(a2i4w2). O
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Chapitre 5

Séries numériques

5.1 Notion de série

5.1.1 Exemple introductif

La question de départ, qui remonte aux mathématiques grecques, est celui du comportement
d’une somme de N nombres u, qui deviennent de plus en plus petits. Quand n croit (voire
tend vers l'infini), chaque terme wu,, décroit (voire tend vers 0) mais le nombre N de termes
dans la somme augmente (voire tend vers I'infini). Qu’en est-il alors de la valeur de la somme ?
tend-elle vers 'infini 7 ou vers une valeur finie ? Prenons dans un premier temps tous les termes
positifs pour simplifier (de sorte qu’il ne peut pas y avoir dans la somme de compensation entre
des positifs et des négatifs). La petite exploration numérique suivante semble montrer que les
situations peuvent étre variées...

N valeur de SN =145+ 5+ 5+ -+ | valeur de Tn =1+ 3+ 5+ 15+ + 7z
1 1 1

2 3/2 = 1.5 5/4 = 1.25

3 11/6 ~ 1.83333333333333 49/36 ~ 1.36111111

4 25/12 ~ 2.08333333333333 205/144 ~ 1.42361111

5 137/60 ~ 2.28333333333333 5269/3600 ~ 1.46361111

6 49/20 ~ 2.45000000000000 5369/3600 ~ 1.491388888

7 363/140 ~ 2.59285714285714 266681/176400 ~ 1.51179705215420
8 761/280 ~ 2.71785714285714 1077749/705600 ~ 1.52742205215420
9 7129/2520 ~ 2.82896825396825 9778141/6350400 ~ 1.53976773116654
10 7381/2520 ~ 2.92896825396825 1968329/1270080 ~ 1.54976773116654
20 ~ 3.59773965714368 ~ 1.59616324391302

30 ~ 3.99498713092039 ~ 1.61215011760160

100 ~ 5.18737751763962 ~ 1.63498390018489

200 ~ 5.87803094812144 ~ 1.63994654601500

300 ~ 6.28266388029950 ~ 1.64160628289762

400 ~ 6.56992969117651 ~ 1.64243718924406

500 ~ 6.79282342999052 ~ 1.64293606551489

1000 ~ 7.48547086055035 ~ 1.64393456668156

2000 ~ 8.17836810361028 ~ 1.64443419182739

3000 ~ 8.58374988995919 ~ 1.64460078906428

4000 ~ 8.87139029979523 ~ 1.64468409809562

5000 ~ 9.09450885298444 ~ 1.64473408684689

10000 | ~ 9.78760603604438 ~ 1.64483407184806

100000 | ~ 12.0901461298634 ~ 1.64492406689823

200000 | ~ 12.7832908104296 ~ 1.64492906686073
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5.1.2 Terminologie des séries

Soit (up)n>0 une suite de nombres réels ou complexes. Posons pour tout N € N :

N
Sy=up+ur+us+---+uy= Z Up-
n=0
e Sy s’appelle la N-iéme somme partielle associée a la suite (uy,),>0. On introduit ainsi une
nouvelle suite (Sy)n>o de nombres réels ou complexes, dite suite des sommes partielles

associée a (Un)n>0-
e On appelle série numérique la donnée d'un couple formé par une suite (u,)n>0 et la suite
de ses sommes partielles. On note cette série : ), - un, ou plus simplement »_ u,.

o [’élément u, s’appelle n-ieme terme, ou terme général de la série.

Ce vocabulaire reste valable pour une suite (u,),>, définie & partir d’un certain rang p; on note
n)n>p )

> n>p Un la série associée.

5.1.3 Convergence d’une série

Définitions. On dit qu'une série numérique ) -, u, converge lorsque la suite (Sy) de ses
sommes partielles est convergente (dans R ou C). Dans ce cas, la limite de la suite (Sy) s’appelle

la somme de la série 3, - u,. On la note : >0 u,,. Donc :

N
lim > u, € RouC.

+o0
pour une série convergente » . g Up, ON &1 Y Uy =
- n=0 N—+00 =0

On dit qu'une série numérique diverge lorsqu’elle ne converge pas. On dit que deux séries
numériques sont de méme nature lorsqu’elles sont toutes les deux convergentes ou toutes les

deux divergentes.

» Remarque. La nature d’'une série n’est pas modifiée lorsque ’on change 'indice de départ;
mais quand il y a convergence, la valeur de la somme peut étre modifiée. !

Proposition (Condition nécessaire de convergence).
Si une série numérique converge, alors son terme général tend vers 0.
En d’autres termes, si la série ) u, converge, alors la suite (u,) converge vers 0.

Démonstration. Soit > u, une série convergente ; notons S sa somme. Si (S,) désigne la suite
des sommes partielles, on a u, = S, — Sp,—1 pour tout n > 1. Comme (S,,) converge vers S, il

est clair que (S, — S,—1) converge vers 0. O

» Deuxr remarques importantes.
1. Cette proposition indique qu’une série numérique »_ u,, telle que la suite (u,) ne converge
pas vers 0 est nécessairement divergente. On dit alors qu’elle est grossierement divergente.

2. ATTENTION ! La condition est nécessaire mais non suffisante. 11 existe des suites (uy)
convergeant vers 0 telles que la série > u, diverge. (cf. exemples ci-dessous)

1. Cela signifie que si ), -, un est une série numérique, et p € N, alors, les séries > -, un et >, - un sont de

méme nature. Cette assertion résulte directement de 'égalité SN up, = Zg:p Un + 3 -PZ 4w, pour tout N > p.

”» . +oo _ N too p—1
Lorsqu’il y a convergence, on a : > %) un = 3 7% tn + >0 Un.
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5.1.4 Premiers exemples classiques

e Série géométrique. Fixons z € R ou C, et posons u,, = 2" pour tout n € N. La série ) - un
ainsi définie s’appelle la série géométrique de raison z.

La série géométrique ) ., 2" est convergente si et seulement si |z| < 1,

1

+00
et dans ce cas sa somme est ) 2" = .

n=0

En effet :si|z| > 1, le terme général u,, = 2™ ne tend pas vers O donc la série est grossierement divergente.
1 — N n _ 1=zN*1 :
Si|z| <1, alors Sy =), _2" = ———, donc h[{;nSN =

1
donc 37, 52" converge de somme 7.

1— z’
e Série harmonique. Posons u,, = % pour tout n € N*. La série ) - u, ainsi définie s’appelle
la série harmonique.

2.9 q 1 q c o
La série harmonique Z>:1 = est divergente (bien que son terme général tende vers 0).
n>

En eﬁet Pour tout N > 1, on a la minoration Sy = 22;1 :> Zszl In(1+ 4). Or, 22;1 In(l1+4) =
Zk 1 (kH) Zk 1(In(k+1)—Ink) =In(l+ N). Donc Sy > In(1+ N). Comme In(1+ N) tend vers
~+oo quand N tend vers 400, on en déduit que la suite (Sy)y diverge vers +oo, et donc la série de terme
général % est divergente.

(="

e Série harmonique alternée. Posons u,, =
définie s’appelle la série harmonique alternée.

pour tout n € N*. La série ) -, u, ainsi

n o0
La série harmonique alternée (le) —In2.
n>1 n=1
k-1 k=13, — (11
En effet : —> 0 Zk 1 ( fot dt = fo S (=) tat = [ 1(+t dt. On scinde
cette dermere mtegrale en : fo 1+:) dt = 01 2+ (-1t 01 f_:f dt. Or fl 4t = In2, et par ailleurs
0< f i _dt < fo thdt = n—H donc hm fl 1ti+t dt = 0. On conclut que la suite (S,) des sommes
partielles converge vers In2. Donc la série de terme général # est convergente et sa somme est
foo EUT — _n2
n=1 n :

e Séries dites “téléscopiques”. On désigne par ce terme familier des séries dont le terme
général u,, peut s’exprimer sous la forme wu,, = v, 41 —v, pour une certaine suite (v, ). On calcule

alors les sommes partielles sous la forme :
N

Sy = Z(Un-H —Up) =V1 —V9+ V2 — V] +V3— V24 -+ UN —UN_1+ UNF] — UN = UN41 — V.
n=0

On en déduit que, si la suite (v,) converge vers une limite ¢, alors la suites (Sy) converge vers

£ — vg, et donc la série de terme général u,, est convergente et sa somme est £ — vy.

+oo
Par exemple, la série Z -~ n+1) est convergente, de somme Z -~ n+1) =1.
En effet : Posons u,, = W pour tout n > 1. On remarque que u, = % — T+1 Donc, pour

NZl,Ona:SN:1*%+%*%+' - =

N =1- Ni—s-l La suite (Sy)n>1 converge
donc vers 1.

47



5.1.5 Espace vectoriel des séries convergentes

» Somme de deux séries, produit d’une série par un scalaire. Soient Y u, et > v, deux séries
numériques. Leur somme est la série de terme général u,, + v,. Si de plus A € R ou C, le produit
externe de Y u, par X est la série de terme général Au,,.

Proposition (combinaison linéaire de séries convergentes). Soient > u, et > v, deux séries
numériques convergentes. Alors, pour tous scalaires A\, u dans R ou C, la série > (Au, + poy)
converge, et sa somme est :

—+00 —+00 —+00
> (Mun + pvp) = A 30 up + 4 3 vp.
n=0 0

n=0 n=

Démonstration. On applique aux sommes partielles les résultats correspondants sur les suites.
O

» Conséquences.

1. La somme d’une série convergente et d’une série divergente est nécessairement divergente.
La somme de deux séries divergentes peut étre convergente ou divergente

2. Les séries numériques réelles forment un R-espace vectoriel, et les séries convergentes en
forment un sous-espace vectoriel (idem sur C).

3. Soit ) uy, une série complexe. Pour tout n > 0, notons u, = x,, + iy, avec x,,y, € R. La
série complexe Y | u,, converge si et seulement si les séries réelles > x,, et > y,, convergent.

Dans ce cas, on a : +o00 +o0 +oo
Zun: an+l2yn‘
n=0 n=0 n=0

» Commentaire. 1l est rare dans la pratique que 'on puisse faire un calcul direct de la somme
d’une série convergente. La plupart des résultats que l'on va voir dans la suite permettent
seulement de déterminer la nature d’une série. C’est une problématique tres voisine de celle vue
pour ’étude des intégrales impropres (il y a des raisons profondes a cela, voir plus loin en 5.4.1).
Et comme pour les intégrales impropres, c’est le cas des séries positives, pour lesquelles il ne
peut pas y avoir de compensation entre des termes de signes différents, qui est le plus facile.

5.2 Séries a termes réels positifs

5.2.1 Critere de majoration

Théoréme (fondamental). Soient Y u, et > v, deux séries réelles telles que, a partir d'un
certain rang p, on ait : 0 < u,, < v, pour tout n > p.

+oo “+o0o
(i) Si > vy, converge, alors ) u, converge, et dans ce cas : 0< > up, < > vp.
=p =p

(i1) Si Y uy, diverge, alors > v, diverge.
48



Démonstration. Rappelons d’abord (voir cours de premiere année) que, pour une suite réelle
croissante, deux cas seulement peuvent se présenter : ou bien elle est majorée et alors elle
converge, ou bien elle n’est pas majorée, et alors elle tend vers +oo. Ceci étant, notons :

N N
Sy = > u, et Tn = > v, pour tout N > p.

n=p n=p
D’apres 'hypothese, les suites (Sn)n>p et (I'nv)n>p sont croissantes, et vérifient Sy < T pour
tout N > p. Supposons que la série »_ v, converge. Cela signifie que la suite (T) converge.
Elle est alors nécessairement majorée, donc la suite (Sy) est aussi majorée, et en appliquant
le rappel, on déduit que la suite (Sy) est convergente. On conclut que la série ) u, converge.
Par passage a la limite dans les inégalités, on a limy_, o0 Sy < limy 400 TV, ce qui acheve de
prouver (i). Le point (ii) s’en déduit par contraposition. O

Corollaire (critére de domination). Soient Y u, et > v, deux séries a termes réels positifs a
partir d'un certain rang. On suppose qu'il existe p € N et a € R tel que I'on ait 0 < u,, < av,
pour tout entier n > p.

(i) Si > vy, converge, alors > u, converge.

(ii) Si ) uy, diverge, alors > v, diverge.

Démonstration. Comme le produit d’une série convergente par un scalaire est une série conver-
gente (cf. 5.1.5), il suffit d’appliquer le théoreme précédent aux séries Y u, et > avy,. O

Corollaire (critére d’équivalence). Soient Y u, et Y v, deux séries a termes réels positifs a
partir d’un certain rang. Si u,, et v, sont équivalents au voisinage de oo, alors les séries > u, et
> vy, sont de méme nature.

Démonstration. Par hypothese, on a & partir d'un certain rang : u,, = [1 + &, |vy,, avec (g,,) suite
convergeant vers 0. En particulier, pour n assez grand, |e,| < % Il existe donc N € N tel que
1

pour tout n > N, on a : —% <ep < % donc 5 <1+¢, < % Dongc, a partir d’un certain rang,

ona:0< %’Un <up < %vn. On applique alors le corollaire précédent. ]

5.2.2 Séries de Riemann

» Définition. On appelle série de Riemann une série de la forme ) n%, ou « est un réel fixé.
n>1

1

Proposition. La série de Riemann ) —% converge si et seulement si a > 1.

n>1

Démonstration. On raisonne en deux cas :

Sia <1, alors n® < n, donc n% > % > 0. Comme la série harmonique diverge comme on I’a vu

en 5.1.4, on applique le point (ii) du théoréme 5.2.1 pour conclure que la série ) n% diverge.

Sia > 1, posons f = a— 1 > 0; définissons a,, = n% et by, = an — an41 pour tout n > 1.

Comme S > 0, on a : ap+1 < ap donc b, > 0. Formons pour N > 1 la somme partielle
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N
Sy = Zbn:al—a2+a2—a3+-~-+aN—aN+1:l—m. Comme > 0, la suite (Sy)
n=1

converge vers 1. Ainsi, la série >_ b, converge (et sa somme est 1). Or on peut vérifier 2 que :
N 1 S D B |
by, I 5 X oy =) d’ou n® = pFE 7 /8 by,

Comme la série > b, converge, il en est de méme de > 87 1b, ; il s’agit d'une série & termes réels

positifs. On applique le second corollaire de 5.2.1 pour conclure que n% est convergente. []

Corollaire (régle de comparaison avec une série de Riemann). Soit Y u, une série a termes
réels positifs.

(i) S'il existe un réel o > 1 tel que lil:"I_l n®u, = 0, alors la série > u, converge.
n——+00

(ii) S'il existe un réel 0 < a <1 tel que liI_E n®u, = 400, alors la série ) u,, diverge.
n—-+0oo

Démonstration. Traduisons d’abord lim,, n®u, = 0. Pour € = 1, il existe N; € N tel que pour
tout n > Ny, ona: 0<n%, <1, donc 0 < u, < n% Comme a > 1, > n% converge d’apres le
théoreme ci-dessus, et donc ) u, converge d’apres le point (i) du théoréeme 5.2.1.

Traduisons maintenant lim, n“u,, = 4+o0o. Pour ¢ = 1, il existe Ny € N tel que : pour tout
n > No, on a : n“u, > 1, donc u, > n% Comme 0 < <1, ) n% diverge d’apres le théoreme
ci-dessus, et donc Y u,, diverge d’apres le point (ii) du théoreme 5.2.1. O

» Un exemple d’application.

Soit a € R fixé. La série ) exp[—(Inn)?] converge si et seulement si a > 1.
n>1

En effet : En effet, posons u,, = exp[—(Inn)?].
Sia=1, alors u, = %, donc > u, est la série harmonique ; on sait qu’elle diverge.

On suppose donc maintenant a # 1. En vue d’utiliser le corollaire ci-dessus, on
forme : n“u,, = exp(alnn — (Inn)*) pour un o > 0. Or :

—ocosia>1
lim (alnn— (Inn)%) = lim (Inn)(a— (Inn)* 1) =
im (alnn— (na)?) = Tim_(nn)(a — (nn)™) {+M“ﬁa<1

Si a > 1, alors lim,, n%u, = 0 pour tout a > 0. On applique & o = 2 pour conclure
avec le point (i) du corollaire précédent que > u,, converge.

Sia < 1, alors limy, n“u,, = 400 pour tout a > 0. On applique & &« = 1 pour conclure
avec le point (ii) du corollaire précédent que » u,, diverge.

» Remarque. 11 est clair que, dans le point (i) du corollaire ci-dessus, on peut remplacer la
condition lim, n®u, = 0 pour un « > 1 par la condition plus faible : il existe a > 1 telle que la
suite de réels positifs (n%u,,) soit majorée.

)B] = n%[l—(l—i—%)fﬁ]. On utilisele D.L. : (1—1—%)76 =1-Bi+1ie,

Len) = e [L - 3]

n
1+1

4o 1 1 1
2. On écrit bn = ﬁ_m = m[l_(y
1

|+

avec lim, €, = 0. On déduit : b, = ,%ﬂ [B
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5.2.3 Regle de d’Alembert

Proposition. On consideére une série réelle Y u,, telle que u, > 0 a partir d’un certain rang.

On suppose que la suite (uzzl) admet une limite ¢ € R..

(i) Si¢ < 1, alors la série Y u,, converge.

(ii) Si £ > 1, alors la série ) u, diverge.

Démonstration. Supposons d’abord ¢ < 1. Choisissons un réel X tel que £ < A < 1 . Traduisons

lim (“2t) =/ Pour e = A — £ > 0, il existe N € N tel que :
n—+oo Un

pourtoutnzN,onaun>0et£—€<uz%<€+5:>\.

Ainsi, pour n > N, on a: 0 < 4L < )\ On déduit : L 5 UNH2 5Ly Unol o Un o \n=N
Un unN UN+1 Un—2 Un—1

d’on % < AN Par suite, pour tout n > N, on a u, < (uxyA~¥)A\". Or, comme 0 < X < 1, la

série géométrique » A" converge comme on l’a vu en 5.1.4. On applique le point (i) du premier

corollaire de 5.2.1 pour conclure que > u,, converge.

Pour montrer (ii), supposons maintenant ¢ > 1. Choisissons un réel ¢ tel que 0 < ¢ < ¢ — 1.

Traduisons lim (%) = { pour ce ¢; il existe Ny € N tel que :
n—-+00 n

pourtoutnzNo,ona:un>0et1<€—5<uz—:1<€+5,
et donc uy41 > uy,. Ainsi, la suite (u,) est croissante a partir du rang Ny. Elle est donc minorée
par up, > 0. Elle ne peut donc pas converger vers 0. D’apres la proposition 5.1.3, la série > u,,
est grossierement divergente. O
» Un exemple d’application. La série > wu, = 7% converge.
n>1
En effet, on a : “Z—Il = (niﬂ)n = (1 + %)_n = exp(—nln(l + %)) qui tend vers
exp(—1) quand n — 4o00. Comme e~ ! < 1, on conclut que la série > u,, converge.

» Remarques.

(i) Si Brf (uz—“) =1, il se peut que > u, converge [par exemple pour u, = #}, ou qu’elle
n o0 n
1

diverge [par exemple pour u, = --]. De méme lorsque (“Z—::l) n’admet pas de limite.

(ii) Si lim (%) = 400, On a Upy1 > Uy > 0 & partir d'un certain rang, donc Y u, est
n—-+oo "

grossierement divergente (comme dans la preuve du cas (ii) de la proposition ci-dessus).

5.2.4 Regle de Cauchy

Proposition.On considére une série réelle »  u, telle que u,, > 0 & partir d’un certain rang. On

1
suppose que la suite (u,") admet une limite £ € R...
(i) Si¢ <1, alors la série > u, converge.

(ii) Si¢ > 1, alors la série > u,, diverge.
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Démonstration. On raisonne comme dans la preuve de 5.2.3

e Supposons d’abord £ < 1. Choisissons un réel A tel que £ < A < 1 . Comme dans la preuve
de 5.2.3, il existe N € N tel que, pour tout n > N, on a: 0 < (un)% < A, donc 0 < u, < A™.
La série géométrique > A" converge puisque A < 1, donc ) u, converge d’apres le point (i) du
théoreme 5.2.1.

e Supposons maintenant £ > 1. Comme dans la preuve de 5.2.3, il existe Ny € N tel que, pour
tout n > N, on a: (un)% > 1 donc u, > 1. Deés lors, la suite (uy,) ne peut pas converger vers 0.

D’apres la proposition 5.1.3, la série ) u,, est grossiérement divergente. O
1
» Un exemple d’application. La série 3 (2H)" converge, car lim, ((#4)")" = 1 < 1.

» Remarques.

(i) On peut montrer que si la regle de d’Alembert s’applique, alors la regle de Cauchy aussi,

< - N . 1
c’est-d-dire que si lim “* =/ € Ry, alors lim ul/™ = .
n—+oo Un n——+o0o

Néanmoins, il est souvent plus commode d’étudier la suite (%) que la suite (uy
n

(ii) Réciproquement, on peut avoir lim (u,)» = ¢ € Ry sans que lim (*21) existe?.
n—-+00 n—+oo " Un

5.3 Séries numériques a termes quelconques

On dispose comme on vient de le voir de nombreux résultats techniques pour étudier les séries
a termes réels positifs. Dans le cas général, on cherche & s’y ramener (voir ci-dessous en 5.3.1)
comme on I’a fait pour les intégrales impropres en 4.2.4. Dans ce qui suit, on considere des séries
numériques a termes réels ou complexes, et | - | désigne la valeur absolue dans le premier cas, le
module dans le second cas.

5.3.1 Convergence absolue

Définition. Une série numérique ) -, u, est dite absolument convergente lorsque la série a
termes réels positifs D, - [u,| est convergente.

Théoréme. Soit ) -, uy une série numérique. Si elle est absolument convergente, alors elle est

—+o00 400
convergente. De plus, on a dans ce cas : | > up| < > |upl.
n=0 n=0

Démonstration. Supposons d’abord que > u, est & termes réels. Posons u = max(u,,0) et
u,, = max(—up,0) pour tout n € N. Les séries > u, et > u,, sont des séries & termes positifs,
qui vérifient u,” < |u,| et u,, < |uy|. Puisque par hypothese la série > |u,| est convergente, on

déduit de 5.2.1 que les séries > u;l et > u,, sont convergentes. Mais par ailleurs u,, = u;} —u,,
et donc la série ) u,, est convergente en tant que somme de deux séries convergentes (voir 5.1.5).

1 1
3. Soit (un) définie par uz, = uzpr1 = 2P pour tout p € N. D’une part limyp (u2,)2P = lim, (uapr1) 2T = /2,
ce qui est suffisant pour conclure que limn(un)% =2 (résultat classique d’analyse réelle). D’autre part, la suite
(HZ—:’l) vaut alternativement 1 et 2, donc ne converge pas.
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Supposons maintenant que u, est a termes complexes. Notons u,, = x, + iy, avec x,, et y, dans
R pour tout n € N. On a |z,| < |up| et |yn| < |uy|. Puisque par hypothese la série > |u,| est
convergente, on déduit de 5.2.1 que les séries Yz, et Y y, sont convergentes. Comme on ’a vu
dans la derniére remarque de 5.1.5, on en déduit que la série > u,, est convergente.

< Zfl\;o |un|, et Pon peut
passer a la limite dans cette inégalité puisque les deux membres admettent une limite pour N
tendant vers +oo. O

Pour tout N € N, on a d’apres l'inégalité triangulaire ‘ZZXZO Uy,

» Remarque fondamentale et définition.

Attention ! La réciproque du théoreme ci-dessus est fausse : il existe des séries numériques qui
sont convergentes mais non absolument convergentes. Une telle série est parfois appelée semi-
convergente.

=n"

n
Comme |u,| = I, la série 3, - |uy| est la série harmonique, qui est divergente (voir 5.1.4).
Ainsi la série harmonique alternée est convergente mais non absolument convergente.

Exemple. La série harmonique alternée -, u, avec u, = est convergente (voir 5.1.4).

Proposition. (combinaison linéaire de séries absolument convergentes). Soient > u, et Y v,
deux séries numériques absolument convergentes. Alors, pour tous scalaires A, u dans R ou C,
la série Y (Auy, + pvy,) est absolument convergente.

Démonstration. On a @ |Auy, + pvy| < A |up| + |u| |vn|. Par hypothese, les séries > |u,| et
> |vn| convergent, donc la série |A| > |un| + |p| D |vn| converge aussi d’apres 5.1.5. L’inégalité
[Aup + pon] < A |un| + |g| |vn] implique donce, avec le théoréme de majoration 5.2.1, que la
série > |Au, + pvy| est convergente. Ceci signifie que la série Y (Au, + pv,) est absolument
convergente. O

» Interprétation. Puisque toute série absolument convergente est convergente, cette proposi-
tion signifie que les séries absolument convergentes forment un sous-espace vectoriel de ’espace
vectoriel des séries convergentes.

5.3.2 Séries (réelles) alternées

Le théoreme suivant est un résultat pratique donnant des conditions suffisantes de convergence
pour certains types particuliers de séries dont le terme général est un réel changeant de signe
suivant la parité de n. Ce résultat, appelé regle des séries alternées, est en fait un cas particulier
d’un résultat plus général (qui n’est pas au programme de ce cours) appelé la régle d’Abel.

Définition. Une série réelle > u, est dite alternée lorsque son terme général est de la forme
up = (—1)"ay, avec o, € Ry, ou bien de la forme u,, = (—1)"*'q, avec a, € R;.

Théoréme (régle des séries alternées). Soit (a;,) une suite de réels positifs. Si (a,) est
décroissante et convergente vers 0, alors la série alternée Y (—1)"a,, est convergente.
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Démonstration. Posons Sy = 25:0(—1)”04” pour tout N € N. L’hypothese que la suite (a,)
est décroissante implique que, pour tout entier p > 0, on a :
Sopr2 — S2p = agpr2 —agpp1 <0 et Sypqz — Sopp1 = —agpi3 + a2 > 0.

Donc la suite (Sgp)p>0 est décroissante et la suite (S2p41)p>0 est croissante. De plus Sgp1—S2, =
—ap1, et Phypothese que la suite (a;,) converge vers 0 implique alors que lim(Sgp41 — S2p) = 0.
En d’autres termes, les suites (S2p)p>0 et (S2pt+1)p>0 sont adjacentes. Elles convergent donc
vers une méme limite S. Ainsi, la suite (S,,) est telle que les deux suites extraites (Sap)p>0 €t
(S2p+1)p>0 convergent vers la méme limite S. On sait (voir résultats de premiere année) qu’alors
la suite (S,,) converge vers S. O

» Une précision sur la preuve : majoration du reste dans la regle des séries alternées.
Reprenons toutes les notations introduites dans la preuve du théoreme. Introduisons

de plus la notation :
—+00
Ry=8S-5Sv= > (-1)"an pour tout N > 0.
n=N-+1
On a vu que la suite (S2,),>0 converge vers S en décroissant et la suite (Sopt1)p>0
converge vers S en croissant ; il en résulte que, pour tout p € N, on a :

52p+1 S S S SQp, donc SQp+1 — Sgp S S — Sgp S 0, c’est-a-dire —a2p+1 S RQp S O,
Sopt1 <8 < Sopqa, done 0 < S — Sopp1 < Sopya — Sopy1, dolt 0 < Ropy1 < agpia.

On retiendra que : lorsque la régle des séries alternées s’applique, on a de plus :
|R,| < apt1 pour tout n € N.

ﬂ, avec a € R fixé.

e Séries de Riemann alternées. Il s’agit des séries ) u, ol u, = 3

- Si a <0, la série ) (_n%) diverge grossierement.

- Si > 1, la série ) (—n}x)" est absolument convergente.

-Si0 < a<1,lasérie ) (‘n—{) est convergente mais non absolument convergente.

En effet, le premier point est clair, le second découle de 5.2.2, et le troisieme est une application
de la regle des séries alternées. La série harmonique alternée correspond au cas o = 1.

5.4 Quelques compléments

5.4.1 Comparaison entre séries et intégrales

Théoréeme (Cas des fonctions réelles positives décroissantes). Soit f : I — R une fonction
continue par morceaux sur un intervalle de la forme I = [a, +00[. On suppose que f est positive
et décroissante sur I. Alors :

la série > f(n) et l'intégrale fa+°° f(t) dt sont de méme nature.
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Démonstration. Comme fa+oo flt)dt = 0+°O f(t + a)dt, et comme la nature d’'une série ne
dépend pas de ses premiers termes, il suffit de faire la démonstration pour ¢ = 0. Définissons

alors pour tout n € N :
S, = kzof(k), L= [T f@)ydt et m, =S, I, = kzof(k) — o f () dt.

Figure 1 Figure 2

e Premiére étape. On montre que la suite (z,,) est convergente en vérifiant qu’elle est croissante
et majorée. Pour cela remarquons que, pour tous k € Net ¢t € [k,k+1],ona: 0< f(k+1) <
f(t) < f(k), car f est décroissante. Donc :

0< flk+1) < [Fr@yde < f(k). (%)
Or: z, = Zn: f(k) — ﬁ:( :H f(t) dt) = Zn: <f(k) - f:H f(t) dt). Chaque différence oy, :=
k=0 k=0

k=0
flk) — :H f(t)dt est positive d’apres (%), et comme Z, 11 = T + qpy1 pour tout n € N, on
déduit que la suite (x,) est croissante. On a de plus :

n—1
k k n
ra= 30 (S0 = [ 7@ de) = 10+ 5 (= [ f@ e+ fl+ 1)) = [ S0
Chaque différence i := f(k+1) — :H f(t) dt étant négative d’apres (x), on en déduit que :
xn < f(0) — f:“ f(t)dt. Toujours d’apreés (x), on a aussi : — f:ﬂ f(t)dt < —f(n+1). Donc
finalement : z, < f(0) — f(n+ 1) < f(0). Ceci étant vrai pour tout n € N, la suite (z,) est
majorée. On conclut que la suite (z,,) converge.

e Deuzieme étape. On a donc par définition S,, = x,, + I,,. Comme la suite (z,,) converge, il est
clair que la suite (S,,) converge si et seulement la suite (I,,) converge. Il reste & démontrer que
la suite (I,,) converge si et seulement l'intégrale f0+oo f(t) dt est convergente. Pour cela, notons
F(xz) = [y f(t)dt pour tout réel z > 0. En particulier I,, = F(n + 1) pour tout entier n > 1.

Si 0+oo f(t)dt converge, on lim F(x) =L € R, donc a fortiori lim F(n)= L, ce qui prouve
xr—>+00 n—r—+0oo

que la suite (I,) converge. Réciproquement, supposons que la suite (I,,) converge, c’est-a-dire

111513 F(n) = L € R. Parce que f est positive, on a pour tout réel z > 0 :
n—-+00

E(x T E(x
F(B@) = [ f@ydt < [7 F(¢)dt < [ ft) dt = F(E(@) +1).
Puisque Erf E(x) = +00, le membre de gauche et celui de droite de cet encadrement tendent

tous les deux vers L quand x tend vers +o0o, donc il en est de méme du terme central F(x), ce
. 5. , +oo
qui prouve que l'intégrale [,"" f(t) dt est convergente.
e Bilan et conclusion. Dire que la série Y f(n) converge signifie que la suite des sommes partielles
(Sy) converge, ce qui comme on vient de le voir équivaut a dire que la suite ([,,) converge, ou
5. , —+00
encore que l'intégrale ;" f(t)dt converge. O
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» FEzemple. Considérons l'application t — t%, avec a > 0 réel fixé. Elle est positive, continue
par morceaux et décroissante sur I = [1,4o0[. Donc la série ) -, n% est de méme nature que
Iintégrale 1+°° t% dt. Ainsi les propositions 5.2.2 et 4.1.4, que 'on a montrées indépendamment,
peuvent donc en fait se déduire 'une de I'autre.

5.4.2 Deux exemples d’applications : séries de Bertrand et constante d’Euler

SERIES DE BERTRAND

On fixe a, 5 € R.

On considere la série de terme général : u,, =

1

L (pour n > 2). Alors :

(i) st o > 1, la série > W converge pour tout [3,

Inn)

(i) si a < 1, la série m diverge pour tout 3,

(iii) si a =1, la série ) m converge si et seulement si 8 > 1.

Démonstration. Si a < 0, la suite (u,) tend vers +oo donc la série Y u, est grossiérement
divergente. Si @ = 0 et 8 < 0, la conclusion est la méme. On suppose donc maintenant que
a>0ou(a=0et >0). La fonction f : t — m est alors décroissante pour x assez
grand (il suffit pour le vérifier de regarder le signe de la dérivée f’). Le résultat se déduit alors
directement du théoreme ci-dessus et du résultat vu en 4.2.3. O

CONSTANTE D’EULER

NgE

La suite (

d’Euler.

P % —1In n) n>1 est convergente ; sa limite v est appelée la constante

Démonstration. Soit I = [1,4+oo[ et f: I — R la fonction continue positive décroissante sur I
définie par f(t) = 1. Notons g I'application [0, +oo[ — Ry définie par g(t) = f(t+1) = H%
Comme dans la preuve du théoreme ci-dessus, considérons pour tout n > 1 :

n+1

= i (k:)_fn-H (t)dt = i IG5 S W P 3 l_fn—ﬂldt
Tp ‘— k_og 0 g _k—O k+1 0 t+1 == p 1 i ,

que l'on réécrit pour tout n > 1 :

oy Ly oy L lg (Pl lg - S g (1 1) -1
1= 5= dt=X 5[ % Jo o gdt=3 5 —Inn (n(n+) nn).

k=1 k=1 k=1
Comme lim (In(n+1) —Inn) = lim In(1+ 1) = 0 et que la suite (z,,) converge (voir la
n——+0o n—+00
n
preuve du théoréme ci-dessus), on conclut que la suite (Z % —1In n) est convergente. O
k=1

» Commentaire. La constante d’Euler :
n

_ 1 L1141 = 1_
v = ngrfoo(l +s5+g+g+-+, —Inn) ngrfoo(kgl r —Inn)
joue un role tres important dans de nombreux problemes mathématiques. Une valeur approchée

de y est 0,57722.... La question de savoir si v est ou non rationnel est encore ouverte aujourd’hui !
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RESUME PRATIQUE SUR LA COMPARAISON ENTRE SERIES ET INTEGRALES

La série > ., un converge lorsque la suite (Sy)
des sommes partielles Sy = Zf@v:o uy, tend vers
une limite réelle finie pour N tendant vers +oo.
La valeur de cette limite est la somme >/ u,
de la série.

L’intégrale impropre f;roo f(t) dt converge lorsque
la fonction = — [ f(t)dt tend vers une limite
réelle finie pour = tendant vers +oo.

La valeur de cette limite est la valeur f;oof(t) dt
de l'intégrale.

Si 0 < up < v, pour tout n, et si la série > v,
converge, alors la série Y u, converge.

Si0 < f(t) < g(t), et si l'intégrale f:oog(t) dt
converge, alors l'intégrale f:oo f(¢t) dt converge.

Si un ~ v, avec u, et v, positifs, alors les séries
> un et Y v, sont de méme nature.

Si f ~4o0 g avec f, g positives, alors les intégrales
[ f(t)ydt et [Tg(t) dt sont de méme nature.

La série de Riemann ) -1 converge si et seule-

po
ment si o > 1.

L’intégrale f1+°°t% dt converge si et seulement si
a>1.

La série de Bertrand ) W converge si et
seulement si @« > 1, ousia=1et § > 1.

L’intégrale f1+°° L dt converge si et seule-

to(Int)P
ment sia>1,ousia=1et 8> 1.

Si une série Uy, est absolument convergente
n>0 )
alors elle est convergente, et 'on a :

Si une intégrale f;oo f(t)dt est absolument
convergente, alors elle est convergente et ’on a :

IS8 un| < 35E% [ual.

| [F ) de] < [ £(8)]dt.

5.4.3 Produit de Cauchy de deux séries

Définition. Soient ano Uy, €t ano vy, deux séries numériques. On appelle série produit (ou
produit de Cauchy) de ces deux séries la série ) ., wy de terme général :

n
Wy, = UUn + UlUp—1 + - + Unlo = D, UplUn_p= 2, Uplq.

p=0 p+q=n

Lemme. Soient »_, - uy €t Y, <, vn deux séries réelles a termes positifs. Si les deux convergent,
alors leur série produit -, wy converge, et sa somme vaut :

+o0o +oo “+oo
ngown = (Z un)(z vn).

n=0 n=0
n n n
Démonstration. Considérons les sommes partielles : Uy, = > ug, Vi, = > vk, Wy = > wg.
k=0 k=0 k=0
La suite (U,) est croissante puisque chaque wuy est positif, et elle converge vers une limite U =

“+o00o
> u, € Ry puisque par hypothese la série > u,, converge. De méme la suite (V;,) converge en
n=0

+oo
croissant vers V = > v, € Ry. Il en résulte que la suite (U, V,,) converge en croissant vers UV'.
n=0
n
Remarquons que Up,V, = > wpvg. Par ailleurs, W, = > (30 wpvp) = > wupvg.

0<p,q<n k=0 p+q=k p+q<n
D’une part : (p+ g < n) implique (p < n et ¢ < n), donc chaque terme de la somme W, figure
dans la somme U, V,, ; comme tous les termes sont positifs, on conclut que W,, < U, V,,.
D’autre part : (p < n et ¢ <n) implique (p + g < 2n), donc de la méme fagon : U, V;, < Wa,.
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En résumé :

Puisque la suite (U,V,,) est majorée par UV, il résulte de (x) que la suite (W,,) est majorée.
Mais la suite (W),,) est aussi croissante, car chaque wy, est positif. On conclut que (W,,) converge.
Soit W sa limite dans R. La suite (Way,), qui est une suite extraite de (W,,) converge donc
aussi vers W. On déduit alors de (x) que W =UV. O

Théoréme. Soient o uy et D 5,0, deux séries numériques. Si les deux sont absolument
convergentes, alors leur série produit ), -, w, est absolument convergente, et sa somme vaut :
+o0o +oo +oo
Zown = (Z un)(z vn).
n=

Démonstration. On raisonne en deux étapes.

e Notons > wy, la série produit de > u, et > v,, dont le terme général est par définition
wp = Y, UpU,. Notons )z, la série produit de ) |uy,| et Y |vy|, définie par x,, = > |upyyl.
p+qg=n p+q=n
Par hypothese, les séries positives Y |u,| et > |v,| convergent, donc en appliquant le lemme

précédent, la série > x,, converge. Or par 'inégalité triangulaire :

0< |wn|=| 3 upvg] < X |upllvg| = zn, pour tout n € N.
ptg=n ptg=n

On peut donc appliquer le critére de majoration 5.2.1 sur les séries a termes réels positifs pour
conclure que la série Y |w,| converge, c’est-a-dire que la série ) w,, est absolument convergente.

e On introduit pour les sommes partielles les notations suivantes :
n

n n n
Up =) up, Vo= v Wa=w=3( 2 wvg) = X Uy
k=0 k=0 k=0 k=0 p+q=k p+q<n

n n n
An = |ugl, Bau= 3|kl Con=3 ap= 3 |upllvg|-
k=0 k=0 k=0 p+q<n

En particulier le lemme précédent se traduit par : liIE (A, B, — Cy) =0. On calcule :
n—-+0oo

UV =W = >0 upvg— 3 uplg= 2.  uply,
0<p,g<n ptgsn (P,9)EAR

ot I'on a noté A, = {(p,q) eN?>; 0<p<n, 0<qg<n, p+q>n}. Dela méme facon :
Aan - Cp = Z |UPHUQ"

(P.a)€AR
Par inégalité triangulaire : |U,V,, — W, | = ‘ > upvq’ < > |wllvgl = AnBy — Ch.
(p.9)€EAR (P.9)EAR
Or lim (4,B,—C,) =0, donc lim (U,V,—W,)=0,donc lim W, =( lim U,)( lim V},),
n—-+00 n—-+00 n——+o0o n—-+o0o n——+oo

+oo +o0o +oo

ce qui se traduit : Y. wp, = (Y uy) (Y vn) et achéve la preuve du théoreme?. O
n=0 n=0 n=0

4. On peut améliorer ce théoréme en montrant que la série produit reste convergente si I’on suppose seulement
que 'une des deux séries données est absolument convergente, I’autre étant simplement supposée convergente
(théoreme de Mertens).
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» Ezemple important : exponentielle. Pour tout x € C, la série ), - % est absolument conver-
gente (c’est clair par la regle de d’Alembert). Donc elle converge ; notons sa somme :
+oo
expr = ) Tr.
n=0
Pour deux nombres complexes x et y, la série produit de ano %7: et ano % a pour terme
général :

n n—p n 3
T B G = %pzo () 27y" 7 = S +y)".

D’apres le théoreme précédent, cette série produit est absolument convergente, et on a :

+oo ) +oo o 400
exp(e +y) = 5 E5H = (L 57) (X ) = (expa)(expy)

n= n=
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Chapitre 6

Séries entieres

6.1 Convergence des séries entieres

6.1.1 Disques dans C et intervalles dans R

Conformément au programme, ce chapitre est consacré a I’étude des séries entieres d’une variable
compleze, et s’applique donc en particulier aux séries entieres d’une variable réelle. Les notions
de disque dans C et d’intervalle dans R, rappelées ci-dessous, vont jouer un réle primordial.

» Pour “mesurer” la proximité entre deux réels, on utilise la distance définie par la valeur
absolue, et la notion d’intervalle qui lui est attachée; pour a,x € Ret R€ R, on a:

|t —a| <R <= z€la—R,a+ R], |t —a| <R <= z€la— R,a+ R].

» Dans le cas complexe, il suffit de remplacer la valeur absolue par le module, et donc la notion
d’intervalle par la notion de disque (ouvert ou fermé) ; pour a,z € Cet R € Ry on a:

|z —a| < R <= z¢€ D(a,R), |z —a] <R < z€ D(a,R).

Figure 1 Figure 2

6.1.2 Rayon de convergence d’une série entiere

Définition. On appelle série entiére une série de la forme > a,z", ol (a,) est une suite de
nombres complexes fixée, et ot z varie dans C.

Le premier probleme qui se pose, pour une telle série entiere est de déterminer son domaine de
convergence, c’est-a-dire 'ensemble X des z € C tels que la série de nombres complexes »  a,,2"
est convergente. La réponse est donnée par le théoréme suivant.
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Théoréme (fondamental). Soit > a,z™ une série entiere. Il existe un unique élément R qui est,
soit un réel positif, soit +o00, tel que ’on ait :

(i) Pour tout z € C tel que |z|] < R, la série > a,z" est absolument convergente, et donc
convergente.

ii) Pour tout z € C tel que |z| > R, la série ) a, 2" est grossierement divergente.
q g g

Démonstration. Soit E ensemble des réels p > 0 tels que la suite (a,p™) soit bornée. Il est
clair que 0 € E et que, si p € E, alors [0,p] € E. Il en résulte que E est un intervalle de R
contenant 0. Notons R la borne supérieure de FE dans R, lorsque E est majorée, et R = 400
lorsque E = [0, +00]. On a par définition [0, R[ C E C [0, R].

Soit z € C tel que |z| < R. Il existe p € E tel que 0 < |z| < p < R. La suite (anp™) est bornée.
Il existe M € Ry tel que |a,p™| < M pour tout n € N. On déduit que :

n(z " < |2| "
anp” | 5 <M o) -
|z]

Or comme 0 < 5 <l la série géométrique Z(m)” est convergente, donc la relation de domi-
nation ci-dessus implique que la série > |a,2™| converge. Ceci prouve que R vérifie (i).

|an2"| =

Soit z € C tel que |z| > R. Alors |z| ¢ E, donc la suite (a,z") n’est pas bornée, ce qui implique
que la série > a,z" est grossierement divergente, et prouve que R vérifie (ii).

Il reste a établir I'unicité de R. Supposons qu’il existe deux réels R; et Ry satisfaisant les
conditions (i) et (ii). Si Ry < Ro, le réel p = 3(R; + Ry) vérifie 0 < p < Ry, de sorte que la série
> anp™ est absolument convergente, mais il vérifie aussi p > Ry, de sorte que la suite (a,p™)
n’est pas bornée. Les deux conditions sont incompatibles, d’oti une contradiction. On conclut de
méme si Ry > Ro, ce qui acheve la preuve. O

Définition. L’élément R déterminé par ce théoreme est appelé le rayon de convergence de la
série entiere.

e Dire que R = 0 signifie que la série entiere ne converge pour aucune valeur non-nulle de z,
c’est-a-dire que son domaine de convergence X est réduit a {0}.

e Au contraire, dire que R = 400 signifie qu’elle converge (et méme absolument) pour tout
z € C, c’est-a~dire que son domaine de convergence X est C tout entier.

e Supposons enfin que 0 < R < +oo. Considérons dans le
plan complexe le disque ouvert de centre 0 et de rayon R :

D(0,R) ={z € C; |z|] < R}.

Disque de convergence

La série > a,z" converge absolument en tout point de
D(0, R), et diverge en tout point extérieur au disque fermé :

D(0,R) = {2 €C; |z| < R}.
Mais le théoreme ne dit rien sur ce qui se passe sur le cercle :
C(0,R)={z€C; |z| = R}.
Il peut contenir a la fois des points z € C pour lesquels la
série Y a, 2" converge et d’autres pour lesquels elle diverge.
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Donnons immédiatement deux exemples ot 'on peut calculer la rayon de convergence en utilisant
seulement la définition.

» Considérons la série entiere e~ V™2™, Cherchons son rayon de convergence R.

On a |e V72" = exp(—+/n +nln|z|) = exp[y/n(y/nln |z| — 1)].

Supposons |z| > 1; donc In |z| > 0, ce qui implique que \e_\/ﬁz"| tend vers +oo quand
n — 400. On a donc nécessairement 3 e~ V72" divergente. Ainsi la série Y e~ V72"
diverge pour tout z tel que |z| > 1, ce qui prouve d’apres le point (i) du théoreme
que |z| > R. Donc R < 1.

Supposons |z| < 1; donc In|z| < 0, ce qui implique que |e"V™2"| tend vers 0 quand
n — +oo. En particulier, la suite (e*\/ﬁz") est bornée. Ce qui implique d’apres le
point (ii) du théoréme que |z| < R. Donc 1 < R. On conclut finalement que R = 1.

» Considérons la série entiere > (sinn)z". Cherchons son rayon de convergence R.

On a [(sinn)z"| < |z|™. Si |2| < 1, la série géométrique de raison |z| est convergente.
Le critere de majoration sur les séries a termes positifs assure donc que la série de
terme général |(sinn)z"| est convergente. Ainsi la série de terme général (sinn)z" est
absolument convergente pour tout z tel que |z| < 1. Ceci prouve que 1 < R. Prenons
maintenant z = 1. La série > sinn diverge car son terme général ne tend pas vers 0.
Ainsi, on a trouvé le point z = 1 en lequel la série entiere »  sinnz" est divergente,
ce qui suffit a prouver que R < 1. On conclut finalement que R = 1.

Remarque. Revenons sur la preuve du théoreme fondamental ci-dessus; il est important de
noter qu’elle repose uniquement sur ’argument suivant (connu sous le nom de lemme d’Abel et
utile dans beaucoup d’autres situations) :

Lemme d’Abel. Soit > a,z" une série entiere. Si p est un réel strictement positif tel
que la suite (a,p™) est bornée, alors la série > a,2" converge absolument pour tout
z tel que |z] < p.

6.1.3 Meéthodes de calcul du rayon de convergence

Proposition (calcul du rayon de convergence par comparaison).

Soit > an,z™ et Y b,z" deux séries entieres, de rayons de convergence respectifs R, et Ry.

— Majoration : si |ay| < |b,| & partir d’un certain rang, alors R, < R,.

— Domination : s’il existe M € Ry tel que |ay,| < M|b,| & partir d’un certain rang, alors Ry, < R,.

— Equivalence : si |ay,| ~ |by| pour n tendant vers I'infini, alors R, = Rj.

Démonstration. Montrons le premier point. Soit z € C tel que |z| < Rp. D’apres le théoréme
6.1.2, la série Y b, 2" est absolument convergente. Or par hypothése, on a pour n assez grand
lan| < |bn|, donc |anz™| < |bpz™|. On en déduit avec le théoréme 5.2.1 que la série ) |a,2"| est
convergente, ce qui, en réappliquant le théoreme 6.1.2, implique que |z| < R,. On a ainsi prouvé
que [0, Ry C [0, Ry], c’est-a-dire Ry < R,. Le second point se déduit du premier en considérant
la série > Mbyz" = M > b,z au lieu de ) b,2". Le troisieme point se démontre comme le
premier en remplacant 'usage du théoreme 5.2.1 par celui du second corollaire de 5.2.1. O
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Proposition (calcul du rayon de convergence en utilisant la régle de d’Alembert).

Soit Y a,z" une série entiere. On suppose que a,, # 0 a partir d’'un certain rang et que :

liI_iI_l |22tl] = ¢, avec L€ Ry ou £=+oo.
n—+o00 n

Alors le rayon de convergence de la série Y a,2" est R = %, (avec la convention % = 400 et

=0).

+oo

an+1zn+1

anz™

= lim |%tt
n—-+0oo

Démonstration. Pour tout z € C*, ona lim
n—-+4oo

|z| = £]z] € RpU{+o0}.

Silz] < %, alors ¢|z| < 1, donc en appliquant la regle de d’Alembert 5.2.3, la série a termes

réels positifs 3 |a,2"| est convergente. Si [z| > 7, on déduit de méme que Y |a,2"| est diver-
gente. Ainsi la série entiere ) a,z" est absolument convergente pour |z| < % et non absolument
convergente pour |z| > % ; cela prouve avec le théoreme 6.1.2 que le rayon de convergence de la
série 3" a,z" est R = 1. O

» Remarques.

1. Lorsque |CLZ—+1\ n’admet pas de limite finie ou infinie pour n tendant vers 400, cette propo-
sition est inapplicable. Par exemple pour la série entiere Y (sinn)z" étudiée par d’autres
méthodes précédemment.

2. Chercher a appliquer cette proposition pour des séries entieres “lacunaires” (du type
3 a2,2%", ou Y agn 122", ou > o(n ‘7(” ) nécessite des précautions dans la mesure
ou il est faux pour de telles séries que tous les a,, sont non-nuls a partir d'un certain rang
(des exemples seront vus en exercices).

» Un exemple d’application & connaitre. Toute série entiere ) an2" ol ay,, est de la forme F'(n)
pour une certaine fraction rationnelle non-nulle F' est de rayon de convergence égale a 1.

En effet. Notons F(X) = %’; ))gziiglligigg avec p le degré du polynéme du numérateur
et ¢ le degré du polynéome du dénominateur (et donc a;, € C* et 3, € C*). D’apres
le point (ii) de la proposition 3.1.2, la suite de terme général a, = F(n) vérifie
lan| ~ ]%—fl’mp*q. D’apres la premiere proposition 6.1.3 ci-dessus, le rayon de conver-
gence R de la série entiere > a, 2" est égal au rayon de convergence de la série entiere
> nP~4z". Pour cette derniere, on applique la régle de d’Alembert ci-dessus; on a :

(V)P — im (1—1—%)1)_(1: 1, donc R=1.

lim =
nP—4 n—+4o0o

n—-+0o0o

Ainsi par exemple les séries entieres Y 2", Y n2", 3 (3n2+5n—2)z", YL S *3" Lom,

> ngﬁlz”,... ont toutes pour rayon de convergence 1.

On termine par un dernier exemple de calcul de rayon de convergence, appliqué a une notion
qui sera utile par la suite, celle de série dérivée.

Définition et proposition (calcul du rayon de convergence de la série dérivée). On appelle
série dérivée d’une série entiere Y, -, anz" la série > o na,2""1. Ces deux séries entieres ont
le méme rayon de convergence. N -
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Démonstration. Soit R le rayon de convergence de > a,2". Soit R’ le rayon de convergence de
> na,z" L. 1l est clair que la série Y na,z""! converge si et seulement si la série Y na,z" =
2% Y na,z""! converge. Donc R’ est aussi le rayon de convergence de la série entiere Y na,2™.

Pour tout n € N et tout z € C, on a |a,2"| < |na,z"|. Donc si la série > na,z"™ converge
absolument en un point z, il en est de méme de la série > a,2". Ceci prouve que R’ < R.

"

Soit z € C tel que 0 < |z| < R. Il existe un réel r > 0 tel que |2| < r < R. Dés lors, on a :

)" (anr™) suite bornée, car 0 <r < R
pour tout n € N, |na,z"| = |apr™| X n (7> avec ) 121\ " I2]
EI—P n(T) =0, car0< = <L
n o0
Il en résulte que liIJrrl na,z" = 0, ce qui prouve que |z| < R'. On a ainsi montré que tout z € C
n—-+0o0
tel que |z| < R vérifie aussi |z| < R’. Ceci implique R < R'. Et finalement R = R'. O

6.2 Fonctions définies par la somme d’une série entiere

» Premier exemple préliminaire : série exponentielle.

An+1| _ n! _ 1 1Mmi —
’Tn | = DT = 7T tend vers la limite £ =0

Considérons la série entiére %z" Le rapport
quand n — +o0o. Donc, d’apres la proposition 6.1.2 :

le rayon de convergence de la série entiere %z” est +o0.

Il résulte alors du théoreme 6.1.2 que la série > %z” converge absolument pour tout z € C,
et donc que sa somme définit une fonction C — C appelée la fonction exponentielle complexe,
notée e* ou exp z. On retiendra que :

“+oo
pour tout z € C, e* =expz = Z%z”zl—i-z—l-%—&-%—i-%i—i----

n=0

Rappelons que l'on a déja démontré en 5.4.3 que :

’ (exp z)(exp 2’) = exp(z + 2’) pour tous z, 2’ € C. ‘

» Second exemple préliminaire : série entiere géométrique.
Soit a € C*. Considérons la série entiere »  a"z". C’est la série géométrique ) (az)" de raison
az, dont on sait qu’elle est convergente si et seulement si |az| < 1, et que sa somme est alors

1_1az. On en déduit que :

le rayon de convergence de la série entiere ) a"z" est ﬁ

11 résulte alors du théoréme 6.1.2 que la série Y a"2" converge absolument pour tout z tel que

|z| < Wl\’ et donc que sa somme définit une fonction D(0, ﬁ) — C.

Les cas a = 1 et a = —1 sont particulierement utiles dans la pratique. On retiendra que :

+o0
pour tout z € D(0,1), == > 2" =1+z2+22+23+24+--.

1-2
n=0
“+o0o
pour tout z € D(0,1), ﬁ =S ()" =1—z+22 2B+ 24+
n=0
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» D’une facon générale.

Considérons une série entiere ) | ., a,2", avec a, € C pour tout n € N. Soit R son rayon de
convergence. On définit donc une fonction f : D(0, R) — C en prenant pour valeur de f(z) la
valeur de la somme de la série "0 a,2" pour tout z € D(0, R).

Considérons en particulier une série entiere réelle ) -, ana”, avec a, € R pour tout n € N.
Soit R son rayon de convergence. On introduit la fonction réelle d’une variable réelle :

f:]-R,R| — R
x — f(x)= > apz"

n=0

On étudie dans les paragraphes suivants la continuité et la dérivabilité d’une telle fonction. !

6.2.1 Continuité

Proposition. Soit ) |, -, an,z™ une série entiere réelle. Soit R son rayon de convergence, que ’on

suppose non-nul. On considere I'application f : |-R, R[ — R définie par f(x) = :i%

Alors f est continue sur Uintervalle |—R, R|.

anpx™.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que f est continue en tout point zy € |—R, R[. Fixons
donc un point zg € |—R, R[ quelconque. Il existe un réel ¢ € |0, R| tel que |xg| < t. Pour tout

x € |—t,t[, on calcule :
+o0

+o0 +o00
f(@) = flzo) = ;0 anz" — Z::O anTy = 2::1 an(z"™ — zB).

Or pour tout n > 1, on a 2" — xf = (x — 2¢)P,(z), ot I'on a posé P,(z) = > 2" 17 Fzf, d’olt :

F(2) — f(x0) = (2 — 70) 5 anPala).

n=1
Puisqu’on a a la fois |z| < ¢ et |xo| < ¢, on peut majorer pour tout n > 1 :

n—1 n—1
|anPa()] < lan| 32 [a]" 7 Flaol* < lan| 3 "7 = nlag|t" ",
Comme [t| < R, il résulte du théoréme 6.1.2 que la série > a,t™ est absolument convergente.
Donc d’apres la troisieme proposition de 6.1.3, la série > na,t" ! est également absolument
convergente. La majoration ci-dessus implique alors d’apres le théoreme 5.2.1 que la série de
terme général |a, P, (z)| converge. On conclut avec le théoreme 5.3.1 que :

+00 too
(@) = Fao)] < |z — 20| 5 JanPo(@)] < [z — 0] (z nanrtn—1>.

n=1 n=1

400
Si 'on note M le réel positif > nla,[t""!, on a ainsi montré que :

n=1
pour tout x € |—t,t[, on a |f(x) — f(zo)| < M|z — z0].
Il en résulte que lim f(x) = f(zg), ce qui est signifie que f est continue en z. O
Tr—xTQ

1. Le fait que 'on se restreigne au cas réel est une simplification due aux contenus des programmes de ce cours
et de ceux qui 'ont précédé, mais la proposition 6.2.1 ainsi que sa preuve se généralisent sans aucun probleme au
cas ou f: D(0,R) — C, et le théoréme 6.2.2 s’étend tout aussi aisément au cas ot f : |—R, R[ — C.
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6.2.2 Dérivabilité, primitivation

Théoréeme. Soit ) ., a,z™ une série entiere réelle. Soit R son rayon de convergence, que ’on

suppose non-nul. On considere I'application f : |-R, R[ — R définie par f(x) = :i% anT™.
Alors :
(i) f est dérivable sur l'intervalle |—R, R[, et sa dérivée est :
+oo
f'(z) = Y na,z™ ' pour tout x € |-R, R|.
n=1
(ii) Plus généralement, f est de classe C* sur |-R, R] et l'on a :
+o0
f®)(z) = Zk (n%!k)!anmn_k pour tout z € |-R, R[ et tout k € N.
n—
(iii) En particulier, pour tout entier kK > 0, on a : ay = %f(k) (0).
Explicitement, on a donc pour tout x € |—R, R] :
—+o00
f(@) =Y apa™ = ap + a1z + agx? + aza® + agxt + -+ apa + - -
=0
nJrOO r
)= > nanx” ' = ay + 2a0x + 3asz® + dagxd + -+ napx” 4 -
=1
Z{m
f"(x) = 3 n(n — 1apa" 2 = 2ay + 6asx + 12a322 + - - +n(n — Dayz" 2 + - -
n=2

etc...

Démonstration. Puisqu’une série entiere et sa série dérivée ont le méme rayon de convergence
d’apres la troisieéme proposition de 6.1.3, on peut considérer la fonction g : |- R, R[ — R définie
par g(x) = ZI:& napz™ 1. 11 s’agit de montrer que f est dérivable en tout point zo € |—R, R[ et
vérifie f'(zo) = g(zo). Fixons donc un point 29 € ]—R, R[ quelconque. 1l existe un réel ¢ € ]0, R|
tel que |zg| < t. On a vu dans la preuve de la proposition 6.2.1 que pour tout = € |—¢,¢[ :

f(z) — f(zo) = (x — x0) JFZO:O anP,(x), ou l'on a posé P,(x) = nz_:l ik gk

n=1 k=0
et donc pour x # x :
@) =f(wo) _ S (P — ) = SF o (P (a) —
P g(wo) = zlan( n(T) —nzg ) = 226%( n(T) —nazg ).

n— n—1
On calcule P, (z) —naf ' = 3 af(an17F —op~17F) = 3 nglfp(azp —ab)
k=0 p=0

Puisqu’on a a la fois || < ¢ et |xo| < ¢, on peut majorer pour tout p > 1 :

p—1 L p=1 .o
2P — 2B = |z —xo| | Y. 2P )| < |z —wo| 3 tPTIIH = |z — wo|ptP L
4=0 §=0
donc :
_ n—1 nd n—1-p|,. p—1 nd n—1—p|,. _ p—1 _ _ e n—2
[Po(z) —nzg™ | < 30 |20l |2 — @o|pt™ < 30t |z — zo|pt?™" =[x —xo| | o p| "7,
p=1 p=1 p=1

et finalement : |a, (P (z) — nzf )| < 2|z — zoln(n — 1)]a,[t" 2.
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Comme [t| < R, il résulte du théoreme 6.1.2 que la série ) ant™ est absolument convergente.
Donc d’apres la troisiéme proposition de 6.1.3, les séries > na,t" ! et Y n(n — 1)a,t" 2 sont
également absolument convergentes. La majoration ci-dessus implique alors d’apres le théoreme
5.2.1 que la série de terme général |a, (P, (x) — nxzl )| converge. On conclut avec 5.3.1 que :

@)= flao) _ < lr— ol S (P () — a1 < e — ol (S n(n— 1)l -2
== — 9(@o)| < |z — 20 2_:2!%( n(@) —nag )| < o —aolz | X n(n —1)]an[t" " ).

n=2

+oo
Si I'on note K le réel positif > n(n — 1)|a,[t" 2, on a ainsi montré que :
n=2

pour tout = € |—t,t[, on a \fiiéxo) —g(z0)| < K|z — x|
f(@)=f (o)

r—— g(xg), ce qui signifie que f est dérivable en xg et que f/(zg) =

Il en résulte que lim
T—rT0

g(xp). Ceci acheve la preuve du point (i). Le point (ii) en découle par récurrence (& mettre en
forme & titre d’exercice). Le point (iii) s’obtient en appliquant (ii) avec x = 0. O

Corollaire. Soit » n>0 Gn®" une série entiere réelle. Soit R son rayon de convergence, que I'on

suppose non-nul. On considére application f : |]—R, R[ — R définie par f(z) = :O% AT
Alors la série entiere ), -, +1anx n+1 a pour rayon de convergence R et lapphcatlon F
]—R, R[ — C définie par F(z) = > n_lHana: est la primitive de f s’annulant en 0.
Démonstration. On applique le théoréme précédent a F. ]

» Ezemple. Reprenons 'exemple de la série exponentielle traité au début de 6.2. Appliquons-lui
le théoreme ci-dessus, avec R = +o00. L’application exponentielle, définie par e* = Z;LO% é,x

L+ + %2 + %3 + % + -+ est de classe C™ sur |—o0, +00], et sa dérivée est :
x,_o 1 9o 3£ 49073 ”'_+oo ln—1_+oo 1 n—1_+001 .
(e ) - + + 2 + 6 + 24 + — Z nn|$ — Z 7(1’L—1)!$ = ':L‘ = e,
n=1 n=1 n=0
On retrouve le fait que : e = (e®) = (e%)” = --- = (¢*)™) = ... pour tout = € R.

» Ezemple. Reprenons l'exemple de la série Y 2™ traité au début de 6.2. Appliquons—lui le
théoreme ci-dessus, avec R = 1. L’application ﬁ = +O% " =1+z+2> 4+ +2* +-
de classe C* sur |—1,1[, et sa dérivée est : (1_1:0)2 = (=) =0+ 1+ 22+ 322 + 42% + -

Zn 1 nz" 1. On conclut que, pour tout = € |—1,1] :

) +o0 1 oo n+k
— n HA 3 — n
-o? = nEZO(n + 1)z™, et par itération Tyt = n§:0 ( i ):c pour tout k& > 0.

Appliquons a cette méme série > x" le corollaire ci-dessus avec R = 1. On déduit que :

+oo
—In(l1—2)= > % pour tout x € |—1,1[.
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6.2.3 Application aux équations différentielles

On cherche a déterminer, pour une équation différentielle donnée, s’il existe des solutions qui
sont la somme d’une série entiere sur un intervalle |—R, R[ de R.

» Ezxemple. Considérons I’équation différentielle 4zy” (x) + 2y'(x) — y(z) = 0.

On cherche une solution y(x) qui soit la somme d’une série entiere ) anz™. On a :

y(@) = Y apz™, y'(z) = 3 napa™ 1, y'(x) = 3 n(n — aya™ 2
n=0 n=1

n=2

+oo +oo +oo
Donc 4zy” (z) + 2y (x) — y(z) = Y 4n(n — Dapz™ L+ Y 2naa™ 1 — 3 apa®
n=1 n=0

n=2

+00 too +oo
= > 4m+Dmampz™ + Y 2(m+ Dapri2™ — Y apma™
m=0

m=1 m=0
= (2a1 — ap) + JFZO:O [4(m + 1)mam+1 + 2(m + Dams1 — am)z™
11 en résulte que y(z) est solution de l’équatiog:&iﬁérentielle de départ si et seulement si :
a; = %ag et any1 = man pour tout n > 1.
Imposons de plus la condition initiale y(0) = 1. Cela signifie que ag = 1. D’ot l'on tire :

_1 _ 1 1_ 1 _ 1 1 _ 1 ’ —
ay =35, 2= 137 X35 =7, 3= 5.5 X 1 = gi» et par récurrence a, =

(2n)!"
+o0o
On conclut que y(z) = > ﬁx", dont le rayon de convergence est clairement +oo.
n=0 )

Remarque. — On définit naturellement & partir de la série exponentielle les deux séries entieres :

1/.z —z Ry 1 2n 1.1z —iz 12 (=1)"™ _2n
chz = 5(e" +e77) = ZOWZ et cosz=;5(e"+e )= Zo COIGEE
n= n=

dont le rayon de convergence est +oco. Donc, pour tout x € R, la solution y(z) trouvée s’exprime

comme :
400
L gn 2o ﬁ(\/@?n = chyz siz >0,
y(x) = 3 Gt = 1;) 1 2
- Z@ @i (—(V=2)")" =cos/—z siz <0.

Cette derniere remarque nous introduit a la question qui fait I’'objet de la partie 6.3 ci-dessous :
savoir si, réciproquement a ce qu’on vient de faire dans la partie 6.2, une fonction donnée est ou
non la somme d’une série entieére sur un certain intervalle.

6.3 Développement en séries entieres

6.3.1 Fonction développable en série entiere.

Définition. Soit f une fonction réelle d’une variable réelle x définie sur un intervalle I de R
contenant 0. On dit que f est développable en série entiére centrée en 0 lorsqu’il existe un
intervalle |—a, af centré en 0 inclus dans I, et une série entiere réelle ) -, an,z™ de rayon de
convergence R > «, tels que : -

+oo
f(z) = > apa™ pour tout z € |—a, af.
n=0
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» Convention terminologique. Dans toute la suite, “développable en série entiere” signifiera
“développable en série entiere centrée en 0”.

Plus généralement, pour tout a € R, une fonction f définie sur un intervalle I de R contenant
a est dite développable en série entiere centrée en a lorsque la fonction = — f(x + a) est
développable en série entiere centrée en 0; c’est pourquoi on se ramene a 1’étude du cas a = 0.

» FEzemples. D’apres ce qu’on a vu en 6.2, la fonction x — e est développable en série entiere

sur |—oo, 400, et la fonction x ﬁ est développable en série entiere sur } _ITl\’ ﬁ [

Proposition (unicité du développement, parité, imparité).
Soit f une fonction réelle d’une variable réelle z que I'on suppose développable en série entiere.

Notons f(z) = Y2 a,z™ pour tout = € |—a, al. Alors :

(i) Les coefficients a,, sont déterminés de fagon unique.
(ii) f est paire sur |—c, af si et seulement si agp1 = 0 pour tout p > 0.

(iii) f est impaire sur |—a, af si et seulement si ag, = 0 pour tout p > 0.

Démonstration. D’apres le théoreme 6.2.2 la fonction f est de classe C* sur |—a, af, et 'on a :

ao = f(0), a1 =f(0), az=3f"(0), ..., an= 5 f"(0),

ce qui prouve l'unicité des coefficients a,,. Pour (ii), la condition est clairement suffisante. Si I'on
suppose réciproquement que f est paire, alors f(z) = f(—z) pour tout x € |—a,al. Comme
x +— f(—x) est la fonction définie par la somme de la série entiere > (—1)"a,x™, il résulte du
point (i) que a, = (—1)"a, pour tout n > 0, d’ott a,, = 0 lorsque n est impair. La preuve du
point (iii) est identique. O

» Remarque : conditions d’existence d’un développement en série entiére. 1l résulte du théoreme
6.2.2 que toute fonction développable en série entiere sur un intervalle |—a, af est de classe C*
sur cet intervalle. Mais la réciproque peut étre fausse (il existe des fonctions de classe C*° qui
ne sont pas développables en série entiere?. D’ott 'intérét de pouvoir mettre en évidence des
conditions suffisantes pour 'existence d’un développement en série entiere, comme dans le lemme
suivant (avec en 'ocurrence des conditions nécessaires et suffisantes) :

Lemme. Soit f : |—a, o — R de classe C*. Soit Ry (x) = [ %(x—t)"f(”ﬂ)(t) dt le
reste a 'ordre n dans la formule de Taylor avec reste intégral appliquée a f (cf. 2.2.4).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est développable en série entiére ;

(ii) il existe 0 < 8 < « tel que gril R, (z) = 0 pour tout x € |—f, 5[;

2. Contre-ezemple. Prenons f : R — R définie par f(z) = e~V i g # 0 et f(0) = 0. L’application f est
de classe C*° sur |—o0,0[ et sur ]0,+oo[, et pour tout z € R*, f(")(m) est de la forme %(:)671/127 d’oll par
application du théoréme limite de la dérivée, on déduit que f est de classe C™ sur R, avec f(™(0) = 0. Dés
lors, si f était développable en série entiere, il existerait o > 0 tel que f(z) = ::’0 %f(")(O)x” = 0 pour tout
z € |—a, af, ce qui n’est pas vrai puisque f ne s’annule qu’en 0.
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» Méthodes de calcul. Un raisonnement “théorique”

(i) il existe 0 < v < a, A > 0, C > 0 tels que | (z)] < CA™n! pour tous
€]—v,v[etneN.

Démonstration. Pour tout entier n > 1 et tout x € |—a, af on a d’apres 2.2.4 :
F(@) = FO)+F 0zt 5 (0022 4+ f ) (0)a"+ Ru(w) = 32 5 fP(0)2" + Ra ().
k=0
Supposons que ’'on a (iii). Pour tous z € |—vy,y[ et n € N, on a :
(@) = [ [y e - ”f(”“) (t)dt| < [§ s (@ =" [F D (@) de
< C’A”+1 n+ D[y S -t = C’A”“|m|“Jrl
Posons 3 = min(y, 4). Pour tout = € ]—3, 8, on a |Az| < 1 donc lim R, (z) = 0.

n—-4oo
Ce qui prouve (ii).

Supposons que l'on a (ii). Pour tout « € |-, 5[, on a i %f(k)(O)xk = f(z)— Rn(x).

Comme lim R,(xz) = 0, on en déduit que lim Z LF®(0)2* = f(x), ce qui

n—-+oo Nn—+00 . —
prouve que la série entiere > % f () (0)3:’“ est de rayon de convergence R > > 0, et
donc que f est développable en série entiere.

La derniere implication est laissée au lecteur en exercice. ]

(entre autres celui du lemme précédent)

permet d’établir 'existence d’un développement en série entiere pour certaines fonctions de
références (exponentielle, puissances,...), puis on se ramene a ces fonctions de références en
sant les propriétés suivantes (dont les énoncés explicites et les preuves seront vus en exercices) :

1.

utili-

la somme de deux fonctions f et g développables en série entiere est développable en série
entiere, et le développement de f+g s’obtient en faisant la somme des deux développements ;

. idem pour le produit fg;

. la dérivée d’une fonction f développable en série entiere est développable en série entiere,

et le développement de f’ s’obtient en dérivant terme & terme le développement de f;

. idem pour une primitive.

6.3.2 Exemples classiques.

» Premiére série d’exemples. Le résultat central (que l'on a déja démontré en 6.2) est que la
fonction exponentielle est développable en série entiere, avec un rayon de convergence infini :

400
e’ =expx = ZO%JZTL =l4+az+ 2+ 2+ Lat+---  pour tout z € |—o0, +00]
n—=

Les fonctions hyperboliques étant définies par chx = %(e“" +e ") et shr = %(ex — e

résultats sur les sommes de fonctions développables en séries entieres donnent :
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—+o00

chx = Zo ﬁm% =1+ %xQ + 2—14x4 + ﬁxﬁ + .- pour tout x € |—o0, +00|
o
1 on 1.3, 1.5 1.7

shr = Zomg; n+ =2+ §2° + 50° + gap®’ + - pour tout & € [—00, +-00]
n—=

De méme pour les fonctions trigonométriques cosx = %(e”” +e ') et sinz = %(em —e )

400
2 1,2, 1, 4_ 1
cosz = Zo Gyre " =1— g3 + gz — g’ 4 pour tout x € |—o0, +00]
=

too .
sing — (=)™ 2n+1
= Zo (2n+1)!
n=

— 1,34 1,5 1 .74 —
=2 — §2° + 1552° — 5% T pour tout x € |—o0, +00]

» Seconde série d’exemples. Un autre résultat fondamental est que la fonction puissance (14x)“
est développable en série entiere pour tout « € R, avec un rayon de convergence égal & 1 (infini
dans le cas particulier ot & € N comme on I’a vu en 6.2) :

+oo
1+x)*=1+ > a(a_l)(a_i!)”'(a_nﬂ)x” pour tout x € |—1,1]

n=1

a(afl)(a72?...(a7n+1)

Preuve. Soit a € R. Posons a9 = 1 et a,, = -~

pour tout n > 1. On a

: Ant1 | 3 a—n| _ Al i n _
ngrfoo = ngrfoo P 1. La série entiere Y a,2" a donc 1 pour rayon de conver
gence, et 'on peut considérer la fonction f, : |—1,1] — R définie par f,(z) = :z% anx™.
On a alors f/ () = 3.7 na,z" ! pour tout |-1,1[ — R. Un calcul simple montre alors :

400 400 400
(1+z)f ()= > naa™ 1+ > naa™ = > ((n+ 1)aps1 +nay) 2™ = afy(z).
n=1 n=1 n=0

=aa,

Mais on sait par ailleurs que les solutions de 1’équation différentielle (1 + x)y’ — ay = 0
linéaire du premier ordre sont les applications de la forme y(z) = \e®™(+%) = \(1 + z)*
avec A € R. 1l existe donc A € R tel que f,(x) = A1+ z)* pour tout = € ]—1,1[. Comme

fa(0) =ap =1, 0n a A =1, ce qui acheve la preuve. O
+oo
Pour @ = —1, on retrouve IJ%I = ZO(—l)"x” pour tout z € |-1,1] |,
n—=
+oo
et donc en changeant x et —z, la formule ﬁ = Zo 2™ pour tout z € |—1,1]
n=

En prenant leurs primitives s’annulant en 0, il vient

X (ynt )
In(l+2z) = 21 " et —In(l-2z)= Zl -z pour tout x € |-1,1[ |,
n= n—=
+oo
dont la demi-somme conduit & sIn(12) = ¥ ﬁxznﬂ pour tout x € |—1,1]
n=0
+o0
En remplacant « par 22 dans 14%7: = > (—=1)"2™ et en prenant la primitive s’annulant en 0, on
n=0

obtient :
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“+o0o

arctan x = Zo %x%“ pour tout = € |—1,1]
n=
Reprenons maintenant la formule de départ avec o = —% ; il vient :
1 w 1x3x5x-+x(2n—1)
e Zl(—l)" e s— " pour tout z € |—1,1]
n=

En remplacant & par —z2 et en prenant la primitive s’annulant en 0, on obtient :

+oo
arcsinz =z +
n=

1x3x5X--x(2n—1) 1 on41

OIxAX6X--x2n  2nt1L

pour tout z € |—1,1]
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Chapitre 7

Séries de fonctions (un apercu)

Conformément a ce que prévoit le programme de ce cours, ce chapitre a pour but de donner
un apercu sommaire ! sur la notion de série de fonctions, dont les séries entiéres du chapitre
précédent sont un exemple particulier. Il ne s’agit que d’une premiere approche du sujet, qui
sera repris de fagon plus approfondie dans des enseignements ultérieurs.

7.1 Convergence des séries de fonctions

7.1.1 Convergence simple et convergence absolue

Soit X une partie de R. On se donne pour tout n € N une application f, : X — R.

Pour tout x € X et pour tout n € N, on peut considérer le réel f,(x) .

Pour z € X quelconque fixé, on peut donc considérer la série numérique ano fn(z).

Si z est un élément de X tel que cette série converge, on peut considérer sa somme :i% n(x),
qui est un réel dépendant de x; notons S(x) ce réel.

Si pour tout x € X cette série converge, cela définit une application S de X dans R, qui a tout
z € R, associe le réel S(x) = > fu(z).

Définition. Soient X une partie de R et, pour tout n € N, une fonction f, : X — R.
On dit que la série de fonctions ano fn converge simplement sur X si, pour tout x € X, la
série numérique Y -, fn(x) converge dans R.

Dans ce cas, on appelle somme de la série de fonctions ), -, fn I'application S : X — R définie

par : oo
S(z) = >_ fo(z) pourtout z € X
n=0

» Remarque. Les séries entieres réelles sont des exemples de séries de fonctions, correspondant
au cas particulier ou f,,(z) est un mondme, c’est-a-dire est de forme f,(z) = a,a™ avec a,, € R.

1. sans généralités sur les suites de fonctions, sans recours a la convergence uniforme, seulement pour des
fonctions d’une variable réelle, sans développement sur les séries de Fourier...
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» Ezemple. On considére pour tout n > 1 la fonction f,, : R — R définie par f,(z) = e V7 et
la série de fonctions ZnZO fn- Soit x € R quelconque fixé.

vV Siz <0, limy— oo e VN — +00, donc la série numérique ), -, fn(x) est grossierement

divergente. De méme si 2 = 0, limp 400 e V™ = 1, la série numérique Y om0 fu(x) est
grossierement divergente. On conclut que la série de fonctions ano fn ne converge pas
simplement sur |—oo, 0].

. . . _ . glnn . _
v Siz>0,alors lim n’f,(z)= lim > *V" = lim 2V TV = iy etV = ),
n—+o0o n—+oo n—+o0o n—+o0o

Par comparaison avec la série de Riemann de de terme général n—IQ, on déduit que la série

numérique ) o fn(z) est convergente. On conclut que la série de fonctions », - fn
converge simplement sur |0, +o00/.

» Remarque. On peut aussi considérer plus spécifiquement les éléments x de X tels que la série
Y n>0 fn() est absolument convergente, ce qui conduit a la définition suivante.

Définition. Soient X une partie de R et, pour tout n € N, une fonction f, : X — R.

On dit que la série de fonctions ), -, fn converge absolument sur X si la série de fonctions
Y n>0 | fn] est simplement convergente sur X,

ce qui signifie en d’autres termes que la série numérique ) -, < | fn()| converge pour tout z € X.

Il est évident que si la série de fonctions ), -, converge absolument sur X, alors elle converge
simplement sur X (en effet la convergence de la série numérique - |fn(z)| implique celle de
la série numérique ), -, fn(x), et ceci pour tout z € X).

7.1.2 Convergence normale

Définition. Soient X une partie de R et, pour tout n € N, une fonction f, : X — R.
On dit que la série de fonctions ) ., fn converge normalement sur X s'il existe une suite

(an)n>0 de réels positifs telle que :

[V neN, VzeX, fulx) <ap ] et [ la série numérique Y a, est convergente]
n>0
» Remarque importante. Soit ), -, fn une série de fonctions qui converge normalement sur X.
Il résulte de la premiere condition de la définition ci-dessus que chaque fonction f, est bornée
sur X et que, en notant || fy||cc = sup,ex |fn(z)], on a || frlloo < ayn pour tout n € N.
La seconde condition de la définition ci-dessus implique alors par majoration que la série
numérique ano | fnlloo st convergente.

Proposition. Soit X une partie de R. Si une série de fonctions converge normalement sur X,
alors elle converge absolument sur X, et donc elle converge simplement sur X.

Pour résumer de fagon schématique :

convergence normale ‘ = ’ convergence absolue ‘ = ’ convergence simple
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Démonstration. On considere une série de fonctions ) - fn normalement convergente sur X. I
existe une série numérique & termes positifs >, a, qui est convergente et telle que | f,,(z)| < ay,
pour tout z € X. En appliquant la regle de majoration sur les séries numériques & termes
positifs, on en déduit que la série ) -, |fn(x)| converge pour tout € X, ce qui prouve le
résultat voulu. - O

» Exemples.

1. On consideére la série de fonctions »_, -, 75275 de la variable z € R.

Posons fy(z) = ;3%5. Pour tout x € R et pour tout entier n > 1, on a [ fu(z)| < ﬁﬂcg <
%. Donc | fn(z)| est majoré pour tout x € R par le terme général % d’une série numérique
convergente (série de Riemman avec o = 2 > 1) indépendante de z. On conclut que la
série de fonctions » | f,, est normalement convergente sur R. Elle est donc aussi absolument

et simplement convergente sur X.

2. On considere la série de fonctions -, % de la variable x € [0, +o0].

Posons f,(x) = (;2:. Pour tout = > 0 fixé, on a |f,(z)| = ﬁ pour tout n > 0, qui est
le terme général d’une série numérique divergente (car équivalent pour n au voisinage de
I’infini au terme général % de la série harmonique). Ceci traduit le fait que la série de fonc-
tions Y f,, ne converge pas absolument sur [0, +00[; et donc ne converge pas normalement
sur [0, 4o0].

Pour tout # > 0 fixé, on a f,(z) = (—1)"«, pour tout n > 0 avec la notation «,, = %ﬂ

Comme la suite de réels positifs («;,) décroit en convergeant vers 0, on peut appliquer la
regle des séries alternées et en déduire que la série numérique Y f,(z) est convergente.
Ceci traduit le fait que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur [0, +o0[.

3. On considere la série de fonctions anl(% - ﬁ) de la variable = € [0, +-00].

Posons f,(z) = 1 — L. Pour tout > 0 et pour tout entier n > 1, fu(z) > 0 et

n n+x’
fulz) = m Ainsi, pour un = > 0 fixé quelconque, f,(z) ~ -5 pour n au voisinage
de linfini. Donc, pour tout x > 0 fixé, la série numérique » | f,(x) est convergente. Ceci
traduit le fait que la série de fonctions ) f, converge simplement sur [0, +occ[. A noter

qu’elle converge aussi absolument puisqu’ici fy,(z) > 0).

En vue d’étudier la convergence normale, on étudie les variations de f,. C’est une fonction

) - . 1 1 :
croissante sur [0, 4+-o00[, avec f,,(0) = 0 et limy 400 fn(z) = . Donc || fulleo = 5, ce qui
prouve que les f,, sont bornées, mais que la série Y || fn|lco est divergente (série harmo-
nique). On conclut donc que la série de fonctions ) f,, n’est pas normalement convergente

sur [0, +oo.

Considérons maintenant, pour tout réel a > 0, Uintervalle [0,a]. Si 'on restreint les f,
a [0,a], on a sup,ejoq [fa(z)| = 5255, qui est le terme général d’une série numérique
convergente (car m ~ % pour n au voisinage de I'infini). On conclut donc (en utilisant
la remarque suivant la définition 7.1.2) que la série de fonctions ) f,, est normalement
convergente sur tout intervalle [0, a] avec a > 0.
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7.2 Fonctions définies par la somme d’une série de fonctions

7.2.1 Continuité

Si une série de fonctions ), - fn converge, on s’intéresse naturellement & certaines propriété de
la fonction somme S. Est-elle continue ? dérivable ? Les réponses, on va le voir, font intervenir
non seulement les propriétés des fonctions f, (continuité, dérivabilité,...) mais aussi le type de
convergence de la série. Le résultat principal dans le cadre de ce cours est le théoreme suivant,
qui donne une condition suffisante de continuité de S.

Théoreme. Soient X une partie de R et, pour tout n € N, une fonction f, : X — R. On
suppose que la série de fonctions ), - fn converge normalement sur X, et on note S : X — R

la fonction somme de cette série, qui est définie par S(z) = 3" f,(x) pour tout z € X.

(i) Si chaque fonction f,, est continue en un méme point xp de X, alors S est continue en xg.

(ii) Si chaque fonction f,, est continue sur X, alors S est continue sur X.

Démonstration. L'hypothese de convergence normale sur X implique qu’il existe une suite de
réels positifs (ax)r>o telle que |fx(z)] < ax pour tout = € X et tout k € N, et telle que la série
numérique Y, ax converge. Considérons pour tout n € N la fonction S, = > }_, fz. On a

+oo +o0 +o00
pour tout @ € X, S(z) — Su(@) = | 5 Sl < S @) S ani=
k=n+1 k=n+1 k=n+1

ol la convergence de la série ), - aj se traduit par liI_P tn = 0.
- n—-+0oo

Soit g € X quelconque fixé.Comme chaque fonction fj est supposée continue en xg, il est clair
que chaque fonction S, est continue en zy (somme d’un nombre fini de fonctions continues).
Fixons un réel ¢ > 0 quelconque. Puisque la suite (jp)n>0 converge vers 0, il résulte de la
majoration ci-dessus qu’il existe un entier N > 0 tel que :

Vn>N,VzelX, S()— Sn(x)| <pn<e.
Pour un tel entier n > N, la continuité de S,, en xg se traduit (pour le réel € > 0 considéré) par
lexistence d’un réel n > 0 tel que :

VezelX, |z—x <n=|S(x) — Snh(xo)| <e.
Pour un tel z € X vérifiant |[z—z¢| < 7, on a donc en combinant les deux assertions et en utilisant
I'inégalité triangulaire : |S(z)—S(xo)| < [S(x) —Sp(x)|+|Sn(x) = Sn(x0) |+ |Sn(xo) —S(x0)| < 3e,
ce qui prouve que f est continue en (. Le point (i) étant ainsi démontré, le point (ii) s’en déduit

évidemment. O
777.(152
» Exemple. On considere la série de fonctions ZnZl(—l)”&Jril)3 de la variable x € R.
—na? 2
—1)ne— T _ 2 —nx
Posons f,(x) = % On a e ™ <1, donc |fp(z)| = (Cnﬂ)s < (n+11)3 < % Comme n—lg

est le terme général d’une série convergente (série de Riemann) qui ne dépend que de n (pas de
x), ceci prouve que la série de fonctions ), - fn converge normalement sur R.

TLCCQ

(n+1)?
pour tout x € R. Puisque chaque f, est continue sur R, le théoréme ci-dessus permet de conclure

que la fonction S est aussi continue sur R.

Soit S fonction somme de cette série de fonctions, définie donc par S(z) = > (—1)" <

78



» Une remarque méthodologique importante. Considérons le théoreme ci-dessus en supposant
que X est un intervalle I (quelconque, ouvert ou fermé, borné ou non) . Méme si la série Y, < fn
n’est pas normalement convergente sur I, il suffit qu’elle soit normalement convergente sur tout
intervalle [a, b] inclus dans I pour assurer la continuité sur I de la fonction somme S =) fn.

En effet, pour tout réel zg de I, il existe a < b tels que zg € [a,b] C I; en appliquant le
théoreme sur l'intervalle [a, b], on conclut que S est continue sur [a, b, et donc en particulier en
xo. Comme ceci est vrai pour tout g € I, on conclut bien que .S est continue sur I.

On verra dans les exercices 7.3 des exemples d’application de ce principe.

7.2.2 Intégration et dérivation

Les deux théorémes suivants sont admis dans le cadre de ce cours.

Théoréme. Soient I = [a,b] un intervalle fermé borné de R avec a < b des réels fixés et, pour
tout n € N, une fonction f, : I — R. On suppose que chaque f, est continue sur [ et que la
série de fonctions ) -, fn converge normalement sur I.

Alors la série de réels >, - (f; fn(t) dt) converge, et 'on a :

£ ([ 0 [ ()

Dans cet énoncé, le second terme de 1’égalité est bien défini puisque, d’apres le théoreme de

continuité démontré précédemment, la fonction somme S définie par S(z) = Y120 f,.(x) est

continue sur I, de sorte que I'intégrale f; S(t) dt est bien définie.

» Ezemple. On considere la série de fonctions ), -, ﬁ de la variable = € [0, 1].

Posons f,(z) = On a:

n2 ac2

2z 2 2
nZ_22 < nZ_22 < nZ_1-

quel que soit z € [0,1], |fn(x)| =

Comme ﬁ est le terme général d’une série numérique convergente (équivalente a une série

de Riemann) qui ne dépend que de n (pas de x), ceci prouve que la série de fonctions ), < fn
converge normalement (donc uniformément) sur [0, 1]. Puisque chaque f,, est continue sur [0, 1],
le théoreme précédent permet de conclure que la fonction S définie comme la somme de cette
série est aussi continue sur [0, 1], et que l'on a :

:/ols(x)dx:/ol(zf"( d:c— /fn ) dz) an,

avec :
Ip = fol nffxg dr = fo — — m) dr=[—In(n—z) — In(n + 2)]§ = In 25 — In 2t

Alors, pour tout N > 2, on a :

N N

> Jn=> (In "5 —1In ”+1) In2 — In XL qui tend vers In2 quand N tend vers infini.

= n=2
On conclut que : 1 4oo

/ (Y folz)) do = / fa(z)dz) =In2.
0 n=2
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Théoréme. Soient I un intervalle quelconque de R (non vide, non réduit a un point) et, pour
tout n € N, une fonction f, : I — R. On suppose que chaque f, est de classe C' sur I, que
la série Y, - fn converge simplement sur I, et que la série >, - f;, converge normalement sur
tout segment [a, b] inclus dans I. -

Alors ’application somme S = Ziﬁ% '\, est de classe C! sur I, et l'on a :

+oo / +o0
(25) = 2 5%

impor noter qu n énoncé nvergence norm éri érivé
1l orte de note e, dans cet énoncé, c’est la convergence normale de la série des dérivées
/] qui intervient dans les hypotheéses, et non celle de la série des fonctions f,, elles-mémes.

» Ezxemple. On considere la série de fonctions Zn>1 m de la variable x € R.

Posons f(7) = - + 7. Il est clair que pour = € R quelconque fixé, la série numérique >, fn(2)
converge (équivalente a une série de Riemann avec o = 2 > 1). Ceci prouve la série de fonctions
> n>1 fn converge simplement sur R vers une fonction que I’on note S.

Chaque f,, est de classe C! sur R et vérifie f/(z) = ﬁ Si l'on fixe un réel a > 0 et que
l’on considere l'intervalle [—a, a], on a :

quel que soit x € [—a,al, |f(z)|= _ 2] 202 20

@Tn2)2 = pf = i
Comme % est le terme général d'une série numérique convergente (série de Riemann) qui ne
dépend que de n (pas de z), ceci prouve que la série de fonctions -, f} converge normalement
sur [—a, a]. Comme pour z € R quelconque on peut toujours trouver a > 0 tel que z € [—a, al,
on déduit du théoreme précédent que S est dérivable sur [—a al, donc en z, et vérifie :

(£ #tm) =50 = £ @) =~ % g

n—

7.2.3 Retour sur le cas particulier des séries entieres

On a déja vu page 75 que les séries entieres étudiées au chapitre précédent sont un cas particulier
de séries de fonctions, celui ou f, est du type f,(z) = a,z™ pour une suite réelle (a,)n>o fixée
de coefficients. On précise ici leur mode de convergence.

Lemme fondamental. Soit ) |, - a,2" une série entiere réelle. Soit R € R U{+o00} son rayon
de convergence. Alors, pour tout réel r tel que 0 < r < R, la série ), -, an2™ est normalement
convergente sur le segment [—r,7].

Démonstration. Posons f,(z) = a,a™ pour tout x € |—R, R[. On sait que, d’apres le théoreme
fondamental 6.1.2, la série numérique >, - fn(z) converge absolument pour tout = € |-R, RJ.

Soit alors r un réel positif tel que r < R. En appliquant ce qui précede a r € |—R, R[, la
série numérique de terme général positif |a,|r™ est convergente. Or tout z € [—r,r], on a la
majoration | f,(z)| = |anz™| < |an| |2 < |a,|r", ce qui prouve que la série de fonctions ), <, fn
est normalement convergente sur le segment [—r, 7). O
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Corollaire. Soit ), ., a,2" une série entiere réelle de rayon de convergence R € RT U {+o0}.
+o0

Soit S la fonction somme de cette série entiere, définie sur |—R, R[ par S(z) = > an,a™.
n=0

Alors S est continue sur |—R, R|.

Démonstration. Soit xg € |—R, R] quelconque fixé. Il existe r € |—R, R[tel que 0 < |xg] <7 < R.
Comme il est clair que la fonction f, : © — a,a™ est continue sur [—r,r] pour tout n € N, et
comme la série de fonction > f,, est normalement convergente sur [—r,r| d’apres le lemme
précédent, on déduit du théoreme 7.2.1 que la fonction S est continue sur le segment [—r,7]. En
particulier S est continue en zg. Et ceci étant vrai quel que soit oy € |—R, R[, on conclut que S
est continue sur |—R, RJ. O

» Remarque.

(i) On retrouve ainsi comme une conséquence immédiate du théoreme général 7.2.1 le résultat
que l'on avait démontré par une preuve directe a la proposition 6.2.1 du chapitre sur les
séries entieres.

(ii) On peut de la méme fagcon déduire immédiatement le théoreme de dérivabilité 6.2.2 des
séries entieres comme un corollaire évident du théoréme de dérivabilité des séries de fonc-
tions vu ci-dessus en 7.2.2.

(="

» Ezemple. On considere la série entiere Y a,z" avec a, = A1)

n>2

v 11 est clair que le rayon de convergence de Y a,z™ est R = 1. Donc l'application définie
par f(z) = :i% anz™ est a priori définie sur |—1,1[, et on sait d’aprés la proposition
6.2.1 ou le corollaire ci-dessus que f est continue |—1,1][.

v De plus on a pour tout z € [~1,1] la majoration |anz™| < |ay| < -z, avec Y -5 conver-

gente, ce qui montre que la série Y a,z" est normalement convergente sur [—1,1]. Il en
résulte en particulier que f est continue sur [—1,1].

v On sait d’apres le théoréme 6.2.2 que f est dérivable sur |—1, 1] avec pour tout € |—1,1] :

/ Top n—1 1S =" n—1 1SS (=)™ n
fl(x) =37 napa™ ™ = Y =ga Tt = Y ——a" = In(1 + ).
n=2 n=2 n=1

Les primitives de In(1 4 z) sont de la forme (1 +z)In(l +2) — 2+ K avec K € R. Comme
f est parmi ces primitive celle qui s’annule en 0 (puisque f(z) = %372 — %x?’ +--+), on doit
avoir K = 0. On conclut que :

+o0o +o0 n
flx)= > apa™ =3, %x” =(r+1)In(l+=x)—x pourtout z € |—1,1].
n=2 n=2

v On a montré ci-dessus que f est continue sur [—1,1]; la continuité en 1 et en —1 permet
de calculer la somme des séries numériques suivantes :

+oo n

> CUS = f() = lim(z + DIn(l+2) — 2 =22 -1

n=2 ::<1

400

3 ﬁ =f(-1)= lim (z+ )In(l+2) -2 =—(-1) =1
n=2 ;::1
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7.3 Exercices

Exercice 1. On considere la série de fonctions ) -, fn avec fu(z) = % pour tout z € R;.
a) Cette série converge-t-elle simplement sur Ry ? normalement sur R, ?
b) Mémes questions sur [0, 1].

c) Mémes questions sur [0, a] avec 0 < a < 1 fixé.

. s - : 2
Exercice 2. On considere la série de fonctions anl gn avec gn(x) = 5417 pour tout x € Ry.
a) Montrer que cette série converge simplement sur R .

b) Pour tout n > 1, calculer [|gn|lcc = supyer, |gn(2)|. En déduire que la série de fonctions
> n>19n N'est pas normalement convergente sur R

c) Montrer que la série de fonctions ), -, gn est normalement convergente sur tout intervalle
de la forme [0, a] avec a > 0.

Exercice 3. On considere la série de fonctions ), - fn avec fy(z) = Sméi?m) pour tout x € R.

a) Montrer que la série Zn21 fn converge simplement sur R. On appelle f la fonction définie
somme de cette série, c’est-a-dire la fonction f: R — R définie par f(z) = > fu(2).

La convergence est-elle normale sur R ? est-elle absolue sur R?

b) Montrer que f est continue sur R.

¢) Montrer que f est dérivable sur R, et exprimer f’ comme la somme d’une série de fonctions.

d) Déduire des questions précédentes les égalités suivantes :

T /400 . ~+o0 T/2 /400 +oo
sm{nx cos(nx —1)P
p=0 0 p=0

n=1 n=1

. s - . . . —n
Exercice 4. On consideére la série de fonctions d’une variable réelle : %e na g2,

n>1
a) Montrer que la fonction f définie par la somme de cette série est continue sur [0, 4o00[; on
énoncera avec précision le théoreme utilisé.
b) Montrer de fagon comparable que la fonction f est dérivable sur [0, +oo[; on énoncera avec
précision le théoréeme utilisé.
c¢) Soit « € [0, +oo[. Donner une expression de f/(x) a l'aide de fonctions usuelles (on pourra
introduire dans l'expression de f’(x) comme série la série géométrique de raison —z2e=%).

d) En déduire une expression de f(x) & I’aide de fonctions usuelles pour tout = € [0, +o00].

Exercice 5. Soit X = [0, +00[. Pour tout n € N* et tout z € X on pose : f,(z) = nz2e oV,
On considere la série de fonctions ) - fn. Justifier avec soin les affirmations suivantes :

a) > .~ [n converge simplement sur X.

b) Zn;1 fn ne converge pas normalement sur X. [Indication : on pourra calculer || fy]|co]-

c) > ,>1 fn converge normalement sur tout intervalle [a,4o00[, ott @ > 0.
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Exercice 6. On considere la série de fonctions Y, <1 fn 00 fn(z) = 12" sin(nz).

a) Montrer que anl fn converge simplement sur )E =]—1,1[. On appelle f la fonction somme
de cette série, c’est-a-dire f(z) = > fu(z).

b) Montrer que }, -, f; converge normalement sur X, = [~a, a] pour tout a € |0, 1[.

c) Montrer que f est dérivable sur X et exprimer f’ comme la somme d’une série de fonctions.
sin z+z cos z—x>
z2—2xcosx+1 °

[Indication : on pourra passer a une écriture complexe utilisant ' = cosz + isinx)).

d) En déduire que, pour tout z € X, on a f'(x) =

rsinx )
l—xcosxz/"

e) En déduire que, pour tout x € X, on a f(x) = Arctan(

Exercice 7. On note I = [0, 4+o00[. Pour tout n € N, on considére la fonction f,, : I — R définie

par : e
o) =1

a) Montrer que la série de fonctions ano fn converge au moins simplement sur I vers une
fonction S'; on précisera si la convergence est absolue et/ou normale sur [.

b) Montrer que S est continue sur I.

c)Montrer que S est dérivable sur [a, +00[ pour tout réel a > 0.

d) En déduire que S est dérivable sur 0, +o00[ et exprimer la dérivée S’ comme la somme d’une
série de fonctions.
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